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APRESENTACAO

A matematica pura ndo possui uma aplicagdo objetiva a uma
determinada area do conhecimento. Desta tarefa se encarrega a matematica
aplicada, a qual emprega ideias maduras da matematica visando a solugao
de problemas que abrangem todas as areas do conhecimento. Pela presente
obra sdo reunidos avangos cientificos em matematica, probabilidade e
estatistica, aplicados as areas de meio ambiente, simulagédo computacional,
selecdo gendmica e ensino de matematica.

O primeiro capitulo trata da técnica de modelagem de altura de
ondas de vento recentemente desenvolvida e denominada Paramétrica
Bidimensional. A técnica permite a aplicagdo de uma equagao paramétrica
de abrangéncia bidimensional. Possui as vantagens de ser condicionada
somente por informagdes dinamicas de vento (intensidade e direcao) e fetch
e por gerar resultados em um tempo bastante reduzido quando comparado
aos modelos numéricos de base fisica. Um fator a ser superado, no entanto, &
a variabilidade dos resultados emitidos pelas equagbes paramétricas atuais.
Pelo presente trabalho é feita uma anadlise critica a respeito da topologia
dessas equacdes, visando a obtencdo de equacdes paramétricas mais
confiaveis de modo a aproveitar as potencialidades da técnica de modelagem
Paramétrica Bidimensional em aplicagdes como sistemas de previsdo em
tempo real.

Pelo segundo capitulo é apresentado o método rapido, o qual visa
determinar de modo objetivo e confiavel, o comprimento da maior pista de
vento, ou fetch, em um corpo de agua continental de grande superficie, como
lagos e reservatorios. Se constitui em um método grafico inovador que deve
ser aplicado diretamente sobre um mapa ou imagem de satélite dotado de
escala grafica. Além do carater fundamental em permitir a determinacao
rapida de elementos de onda como a amplitude, o periodo e o comprimento,
via equagbes paramétricas, 0 método permite classificar o corpo de agua
de acordo com a magnitude das maiores alturas de ondas geradas pelo
vento. A demonstragéo foi realizada pela aplicagao ao reservatério da Usina
Hidrelétrica de Itaipu.

Pelo terceiro capitulo é realizada importante contribuicdo para
a solugao de um problema relevante e complexo na area de Geometria
Computacional: determinar se ha inclusdo espacial entre dois sélidos com
superficies digitalizadas. Os experimentos computacionais foram realizados
utilizando digitalizacdes de pedras brutas disponibilizadas pelo Centro
Tecnolégico de Pedras, Gemas e Joias do Rio Grande do Sul (CT-Pedras).
Os métodos testados foram validados e se mostraram adequados para tratar
o problema investigado.

Pelo quarto capitulo é aplicada a modelagem estocastica de campos



Markovianos de alcance variavel para encontrar blocos independentes de
SNPs, estruturando assim o genoma em regides ilhadas de dependéncia.
Marcadores moleculares do tipo SNP (Single Nucleotide Polimorphism),
com alta densidade dentro do DNA humano, tém sido largamente utilizados
como amostradores do genoma. Os resultados obtidos mostraram que as
janelas de influéncia da populagéo brasileira tém, em média, tamanho maior,
evidenciando a sua histéria recente de miscigenagao, comparativamente as
demais populacdes mundiais. E também proposta a construcéo de janelas
de consenso maximais em determinadas regides gendmicas, tendo como
base as janelas de influéncia de cada populacdo do estudo, permitindo a
construcado de um classificador capaz de determinar o percentual relativo de
ancestralidade de um individuo, o qual, submetido a validagéo, obteve alta
eficiéncia no acerto da populagao originaria.

Pelo quinto capitulo séo analisadas dificuldades tipicas existentes no
ensino-aprendizagem de Analise Combinatoria para o sexto ano do ensino
fundamental. Constatou-se que a aprendizagem de Analise Combinatéria se
mostra como um obstaculo devido a forma como o conteudo é abordado, na
quase totalidade das vezes, através de férmulas matematicas, resultando na
perda do sentido na resolugdo do problema. Uma proposta de metodologia
de ensino é apresentada, sendo verificada a melhora no aprendizado do
conteudo ministrado. melhorando desta maneira, o ensino € a compreensao
de matematica.

Boa leitura!
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CAPITULO 1

MODELAGEM MATEMATICA

APLICADA A TOPOLOGIA DE
EQUAGCAO ONDAS BASEADA NA
EQUAGCAO DO BALANGO DE ENERGIA

Marcelo Marques
Universidade Estadual de Maringa
lattes.cnpq.br/0855863872309532

Fernando O. de Andrade

Universidade Tecnolégica Federal
do Parana

lattes.cnpq.br/5175699449525205

Elaine P. Arantes
Universidade Estadual de Maringa
lattes.cnpq.br/5673783965584352

Alexandre K. Guetter
Universidade Federal do Parana
lattes.cnpq.br/4438410083931646

RESUMO - A técnica de modelagem
recentemente desenvolvida
denominada Paramétrica
Bidimensional permite a aplicagédo de
uma equacgao paramétrica no espaco
bidimensional, com as vantagens
de ser condicionada somente por
informagdes dindmicas de vento
(intensidade e diregéo) e fefch e
por gerar resultados em um tempo
bastante reduzido quando comparado
aos modelos numéricos de base
fisica. Um fator a ser superado,

no entanto, é a variabilidade dos
resultados emitidos pelas equacgodes
paramétricas. Pelo presente trabalho
¢é feita uma analise critica a respeito
da topologia dessas equagdes,
visando a obtencdo de equacgdes
parameétricas mais confiaveis de modo
a aproveitar as potencialidades da
técnica de modelagem Paramétrica
Bidimensional em aplicagbes como
sistemas de previsdo em tempo real.

PALAVRAS-CHAVE: Fetch; Aguas
continentais; Vento.

1. INTRODUCAO

Com a disseminagéo no uso
de computadores, houve grande
desenvolvimento na modelagem
dos processos fisicos das ondas
geradas pelo vento, em detrimento
do aperfeicoamento dos modelos
paramétricos. O desinteresse pela
utilizagdo de equagbes paramétricas
€ devido a ao indiscutivel aumento de
precisao e a possibilidade de geragao
de resultados bidimensionais pelos
modelos numéricos de base fisica.

Dentre as equacgdes
paramétricas amplamente difundidas
no meio técnico visando a simulacao
de altura de ondas estédo as equacgdes
de: (1) Saville, proposta por Saville et
al. (1962); (2) JONSWAP, conforme
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Hasselmann et al. (1973); (3) SMB com coeficientes sugeridos por Sibul
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(1955):
g4, :o,ooza(g'f] [1]
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H F 0,5

i;:o,oom[ g 2) [2]
10 10
17 7 0,435

&1 :0,0032( g 2] 3]
10 10

Nas equagdes os termos gFU' e gHU™" representam respectivamente
os termos adimensionais de fetch (F*) e altura de onda (H*).

Comparando as equacgdes [1] a [3] verifica-se que possuem uma
estrutura comum, a qual pode ser generalizada pela equacéao seguinte:

H =alFY [4]

Na qual os coeficientes a e 8 sdo constantes.

Pelo presente trabalho é feita uma andlise critica a respeito da
topologia das equacdes paramétricas, amplamente utilizadas no meio
técnico. A andlise visa a obtencdo de equagbes paramétricas mais confiaveis
de modo a aproveitar as vantagens da técnica de modelagem paramétrica,
quais sejam, a dependéncia de um numero reduzido de variaveis (vento e
fetch), o reduzido tempo de processamento para os casos de utilizagdo de
recursos computacionais € a possibilidade de obtencao da altura de onda
por meio de processos graficos, seja utilizando programas do tipo CAD, seja
utilizando instrumentos elementares de desenho sobre mapa impresso.

2. METODOLOGIA

A andlise a respeito da topologia das equagbes paramétricas é feita
partindo-se da equagado do balango de energia, utilizada pelos modelos
numéricos de base fisica, e correlacionando-a aos termos adimensionais
de energia (E™), altura de onda (H*) e fetch (F*). Esse desenvolvimento visa
determinar a topologia de uma equagao paramétrica que condicione a altura
da onda somente ao fetch e a intensidade do vento.

3. DISCUSSAO

Os modelos numéricos obtém o campo de ondas pela propagacéo
do espectro no espago e no tempo. De forma geral esses modelos estdo
baseados na solucdo de uma equagdo de balanco de energia do seguinte
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tipo:

‘Z—fw-(cgE):S:Sm +5,+8, [5]
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Um campo de ondas vai se desenvolvendo no espaco e no decorrer
do tempo. Ja o fetch, por depender da geometria do corpo de agua, possui
somente variagao espacial.

Existe uma condicdo assumida pela quase totalidade dos métodos
paramétricos de estimativa de altura de ondas, na qual o campo de ondas
passa a possuir somente variagado espacial. Nesta condicdo de campo de
onda condicionado pelo fetch, pela invariabilidade do espectro no tempo, o
termo 0E/ot é nulo na equagdo do balango de energia, ou seja:

OF
—=0
o [6]
O termo advectivo (V.cgE) representa a propagacao da energia
da onda no espaco. A energia (E) e o termo adimensional de energia (E*),
dependentes da altura da onda (H), da massa especifica da dgua (p) e da
aceleracgao gravitacional (g), sao definidos pelas seguintes equagoes:

1

E=§ng2 [7]
2
. 9'E
E=g 8]

Substituindo a equacédo [3] na equagao [4], obtém-se uma relagdo
entre os adimensionais de energia (E*) e altura de onda (H*), de acordo com
a equacgao seguinte:

3 2
P H” 1

s =gel) [9]

Desde os estudos de Kitaigorodskii (1962), é condigdo comprovada
que, para campo de ondas limitado pelo fetch, existe uma correlagao entre
os adimensionais de energia da onda por unidade de area (g?E/U*) e o fetch
adimensional (gF/U?) (Jinhua & Yongming, 2012; Jordi & Wang., 2012; Aiki
& Greatbatch, 2012). A formulacdo de Kahma & Calkoen (1992) é definida
como:

2 0,94
2 5,4x10-7[§j [10]

=
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Portanto, pode-se generalizar afirmando que os adimensionais de
energia (E*) e fetch (F*) sejam associados de forma nao-linear segundo a
equacgao seguinte:

—
o
>
S
o
v
O

E =a(F) [11]

Sendo a, e B, coeficientes constantes.

Como o termo advectivo da equacdo do balango de energia
representa a variagdo do espectro de energia no espago, assume-se que
esse termo pode ser representando pela derivada da energia em relagao ao
fetch. Derivando a equagéo [11], obtém-se:

*

Zﬁ—* —ap(F Y [12]

A respeito do termo fonte total (S=S, +S +S ), esse € composto
pelo aporte de energia pelo vento (S,), pela transferéncia de energia pelas
interagbes onda-onda (S,) e pela dissipagéo (S, ). A relagédo da energia com
a frequéncia é mostrada na pela figura seguinte:

Figura 1: Espectro de energia dos termos fonte

G -
- f
[Sa)
8
en
S
o]
s
84|
f

Fonte: adaptado de Jinhua & Shen, 2012
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O diagrama na parte superior da Figura 1 revela o comportamento
tipico de cada termo para diferentes frequéncias. O diagrama da parte inferior
revela que o termo fonte resultante constitui-se em uma fragéo da energia
total, permitindo admitir, em termos adimensionais, a relagéo seguinte:

S=a,(E) [13]

—
o
>
S
o
v
O

Onde a, e 8, s&o coeficientes constantes.

A topologia n&o linear adotada entre o termo-fonte resultante e a
energia deve-se a verificagdo, pela parte inferior da Figura 1, da proporgao
variavel entre esses termos para diferentes frequéncias.

Equacao paramétrica

Substituindo as equacgdes [7], [12] e [13] na Equacéo [5], chega-se a
equagao seguinte:

ap(F )" =a,(E7) [14]

Como o interesse € o de exprimir uma equagao paramétrica em
termos da altura da onda e ndo propriamente da energia total, substituindo a
relacdo dada pela Equacgao [11] na Equagéo [14] e desenvolvendo-a, chega-
se a:
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H = i[“l_ﬁlj (7 )m [15]
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A equacao anterior pode ser expressa como:

H =a,(F ) [16]

Trata-se de uma equagéo do tipo poténcia com coeficientes, a, e ,,
variaveis, o que contraria a topologia das equag¢des paramétricas utilizadas
até os dias de hoje, dotadas de coeficientes constantes, apresentada pela
equagao [4].

Uma equagdo paramétrica de coeficientes constantes gera uma
curva em uma posigao fixa em um diagrama adimensional de F*x H*. Ja uma
equacao paramétrica de coeficientes variaveis assume diferentes posicoes,
dependendo do valor dos coeficientes. Isso explicaria a grande variabilidade
que assumem as diferentes equagbes paramétricas em um diagrama
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adimensional.

Para ilustrar essa variabilidade, observe o diagrama adimensional
gerado pela Figura 2 no qual foram tragadas as curvas relacionadas
as equagodes [1], [2] e [3]. Como as equagdes SMB, Saville e JONSWAP
possuem coeficientes constantes, sua posigdo em um diagrama adimensional
€ invariavel.
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Figura 2: Posigdo das curvas que representam as equacgdes paramétricas
de coeficientes constantes no diagrama adimensional
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Supondo como exemplo que a equagdo paramétrica possui
coeficientes variaveis e dependentes, por exemplo, da intensidade do vento,
uma mesma equacgdo passaria a assumir outras posi¢des, conforme ilustrado
pela Figura 3.

Figura 3: Variagbes de posicao hipotéticas que poderiam ocupar
uma equagao paramétrica de coeficientes variaveis
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Portanto, coeficientes variaveis poderiam explicar a diversidade de
equacgdes paramétricas disponiveis na literatura, apontando para atividades
de definicao desses coeficientes com vistas a tornar os modelos paramétricos
confiaveis.
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CONCLUSOES

Pela abordagem adotada pelo presente trabalho foi confirmada a
topologia do tipo poténcia como adequada para equagdes do tipo paramétrica
visando a determinacgdo da altura significativa da onda. Trata-se da mesma
topologia adotada pela maioria das equagdes paramétricas apresentadas
até os dias de hoje com uma sutil e relevante diferenca: nestas equacgdes
os coeficientes a e B tém sido considerados constantes. Desse modo, uma
importante constatagao é a possibilidade de uma equacao do tipo poténcia
composta por coeficientes variaveis poder constituir-se em uma solugao
promissora no aumento da precisao na utilizagao de equacgdes paramétricas.
Essa solugdo contribui para explicar a diversidade de coeficientes e
consequentemente, a divergéncia de resultados de altura de onda adotados
nas equagdes paramétricas de coeficientes constantes disponiveis na
literatura.
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MATHEMATICAL MODELING APPLIED TO THE WAVES EQUATION TOPOLOGY
BASED ON THE ENERGY BALANCE EQUATION

ABSTRACT - The newly developed modeling technique known as Two-dimensional
Parametric allows the application of a parametric equation in two-dimensional space,
with the advantages of being conditioned only by dynamic information of wind
(direction and intensity) and fetch and generate results in a time greatly reduced when
compared to numerical models of physical basis. A factor to be overcome, however, is
the variability of the results issued by parametric equations. At present work is made a
critical analysis regarding the topology of these equations, in order to obtain parametric
equations more reliable and take advantage of the potential of two dimensional
parametric modeling technique in applications such as real-time forecast systems.

KEYWORDS: Fetch; Continental waters; Wind.
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CAPITULO 2
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RESUMO - A finalidade do método
Rapido é determinar de modo
objetivo e confiavel o comprimento
da maior pista de vento, ou fetch,
em um corpo de agua continental
de grande superficie, como lagos e
reservatorios. Constitui-se em um
método grafico inovador que deve
ser aplicado diretamente sobre um
mapa ou imagem de satélite dotado
de escala grafica. O método pode ser
aplicado via tragado manual ou ainda,
utilizando interface computacional.

Além do carater fundamental em
permitir a determinagdo rapida de
elementos de onda como a amplitude,
0 periodo e o comprimento, via
equagbes paramétricas, um método
rapido de determinacdo do fetch
maximo permitiria classificar o corpo
de agua de acordo com a magnitude
das maiores alturas de ondas
geradas pelo vento. A aplicagdo do
método independe de caracteristicas
geométricas dos contornos do
corpo hidrico, como dendriticidade,
sinuosidade e escala espacial.
Pelo presente estudo o método
sera apresentado e validado pela
aplicagcéo ao reservatorio de Itaipu.

PALAVRAS-CHAVE: Método Rapi-
do; Fetch; Onda.

1. INTRODUGAO

A superficie do corpo hidrico
em contato com o vento e que
contribui na geracdao da onda é
denominada fetch ou pista de vento.

O maior fetch em um corpo
de agua representa, mesmo que
indiretamente, a magnitude dos
eventos gerados pela agéo do vento.
Deste modo o fetch pode constituir-
se em um importante elemento de
caracterizagdo do corpo hidrico
quanto a magnitude das perturbagdes
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geradas pelo vento.

A obtengado segura do maior valor de fetch para cada direcao para
qualquer corpo de agua interior pode ser feita pela aplicagao do conceito de
campo de fetch através do modelo ONDACAD (Marques et al. , 2013b).

No entanto, caso ointeresse se concentre apenas no maior comprimento
absoluto do fetch, o processo de modelagem, apesar de preciso, pode ser
bastante laborioso.

O método Rapido foi elaborado visando determinar de forma rapida e
segura o maior fetch em qualquer corpo hidrico continental.
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2. FETCH EM AGUAS CONTINENTAIS

Visando ilustrar as discussdes que envolvem o fetch no espago
bidimensional, decidiu-se pela utilizagdo de mapas de distribuicao do fetch
obtidos pela aplicagdo do modelo ONDACAD desenvolvido por Marques
(2013) inspirado no método de Saville (1954).

2.1 Método de Saville

O método apresentando por Saville (1954) e recomendado por
U.S. Army Coastal Engineering Reserch Center (1966) consiste no tragado
de linhas radiais com resolugao angular de 6° e amplitude maxima de 42°,
conforme a parte esquerda da Figura 1. De acordo com o método, o fetch (F)
em cada ponto e para determinada diregao € definido com base no angulo
a, entre diregéo do vento e a dire¢gdo secundaria e o comprimento na diregao
secundario x, conforme a equagéo 1.

F=Z:xi cosoci/Zcosoci [1]

Figura 1: Aplicacdo esquematica do método de Saville (esquerda) e do
método de Saville em alta resolugédo (direita)

Direcao do vento
(mumo ao centro)
N

N Jocalizacao da cuda N— localizacao da onda
MS MS em alta resolugo
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Devido a aperfeigoamentos, Marques (2013) modificou o método
de Saville e passou a considerar uma resolugado angular de 1° entre linhas
auxiliares e amplitude angular maxima de 45° conforme a parte direita da
Figura 1. Devido a este aperfeicoamento, o fetch passou a ser determinado
pela equagéo 2, a qual relaciona os comprimentos x, de cada linha auxiliar ao
cosseno do angulo ¢ que esta forma com a diregao principal.
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Este aumento consideravel da resolugao angular e da quantidade de
segmentos de reta no tragado, foi possivel pela automacao do processo via
processamento computacional, permitindo obter ndo somente o comprimento
do fetch em um ponto, mas a distribuicdo do fetch em um corpo hidrico
qualquer. Esse novo modelo computacional se denomina ONDACAD.

Sao os mapas de distribuicao do fetch que fundamentam as analises
que resultam na proposigao do método rapido.

2.2 Formato do contorno do corpo hidrico

O calculo do fetch como proposto por Saville, por se tratar de um
processo essencialmente geométrico, raramente € influenciado por toda a
extensdo do reservatério.

Para locais de formatos mais ou menos regulares, ha grande chance
das linhas auxiliares alcangarem todo o reservatério, como mostrado pelos
corpos de agua da Figura 2.

Figura 2: Exemplos em que o fetch maximo alcanga toda a superficie do
corpo hidrico: Lagoa Barros (esquerda), Reservatério de Jesuina (centro) e
Lago Ontario (direita)
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Fonte: Marques (2013)
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Ja para casos de formato dendritico ou sinuoso, bem mais comuns,
a determinagdo do fetch geralmente restringe-se a subareas, invalidando
métodos que considerem a totalidade da superficie do reservatoério. Exemplos
desse tipo sdo mostrados pela Figura 3.
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Figura 3 - Exemplo de ocorréncia do fetch em sub-regides nos reservatorios
de Ernestina (esquerda), Palmital (centro) e no Lago Great Bear (direita)
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Fonte: Marques (2013)

A irregularidade da forma pode ser agravada pela presenca de
sinuosidade, como ilustra a Figura 4.

Figura 4: Sinuosidade nos reservatorios de Trés Marias, Salto Santiago e
Itaparica
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Fonte: Marques (2013)

Deste modo, uma solugéo geral para a determinagao do fefch parece
apontar para um método que adote a delimitagdo da area que contribui
efetivamente para a obtencao do fetch maximo.
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3. MATERIAIS E METODOS
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Para ilustrar a conclusao de que o maior fetch parece ocorrer de modo
compartimentado no corpo hidrico, ou seja, o maior comprimento do fetch
parece estar relacionado a maior sub-regido do corpo hidrico, foi elaborado o
diagrama esquematico ilustrado pela Figura 5.

Figura 5: Diagrama conceitual no reservatério de Vossoroca, demonstrando
que o maior fetch é condicionado pelo tamanho de sub-regides que
constituem o reservatério

i i i Cregla e vents
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Através da Figura anterior é constatado que cada sub-regido pode
ser identificada pelos dois maiores eixos que sejam perpendiculares entre si,
convencionados aqui como sendo os eixos L, e L, respectivamente. Entao o
problema consiste em se determinar a maior superficie livre do reservatorio,
a qual deve corresponder a uma subarea, e relaciona-la a maior extensao do
fetch. Considerando essa fundamentagao, desenvolveu-se um método com o
objetivo de determinar de modo rapido o maior fetch efetivo em um corpo de
agua qualquer conforme este procedimento:

i) traga-se a maior reta livre de comprimento L ;

i) traca-se um segundo segmento de reta, tdo extensa quanto
possivel, perpendicular a primeira, de comprimento L,;
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iii) a composicao das linhas da origem a um trapézio com area
L,.L/2.
A obteng&o dos comprimentos L, e L, ¢ ilustrada pela Figura 6, para

reservatérios com diferentes formas e tamanhos, porém, apresentados na
mesma escala grafica.
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Figura 6: Tragado dos comprimentos L, e L, em diferentes corpos hidricos
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A determinacdo da equacao que correlaciona o maior fetch pelo
método de Saville em alta resolugéo, ao produto dos dois comprimentos (L, e
L,) foi realizada por Marques (2013) precedida pela geragéo de 16 mapas de
distribuicao de fetch para cada um dos 68 corpos de agua modelados, entre
lagos e reservatorios, totalizando 1088 mapas.

Por analise de regresséo, foi obtida a seguinte equagao que relaciona
os comprimentos L, e L, ao fetch maximo:

1
Fo = {%}2 [3]
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Portanto, pelo método aqui apresentado, a maior extensédo do fetch
efetivo para um reservatério qualquer pode ser obtida por meio de uma
operagao matematica elementar, com base na extragdo da raiz quadrada
da area do trapézio gerado pelos comprimentos (L, e L,) perpendiculares
entre si. Observa-se que nem a dire¢gao, nem a localizagdo do maior fetch
sao de interesse do método. Além disso, a medida de qualidade do modelo
em relacdo a capacidade de estimar o fetch maximo foi feita obtendo-se um
coeficiente de determinacgao de 98,46%.

3.1 Modelo JONSWAP

A altura significativa da onda (H,), dependente da intensidade do
vento (U), da aceleragéo gravitacional (g) e do comprimento do fetch (F), sera
determinada pela equacgao paramétrica denominada modelo JONSWAP:

H
£ - 0,0016[5—1?}2 4

4. RESULTADOS E DISCUSSAO

Foram gerados 16 mapas de distribuicdo do fetch para o reservatério
de ltaipu, conforme Figuras 7 e 8.
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Figura 7: Mapas de campos de fetch para as dire¢des E a WSW
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Com base nos 16 mapas de campo de fetch gerados, conforme
Figuras 6 e 7, foi obtido um fetch maximo de 12.913,0m.

Aplicando-se o método Rapido ao reservatério de Itaipu chegou-se
aos comprimentos L, e L, de 58.950,0m e 9.115,0m. Aplicando a equagé&o 3
chegou-se a um fetch maximo de 16.384,4 m.

Portanto o desvio devido a aplicagdo do método rapido foi de 21,6%.
O desvio é considerado pequeno quando levado em conta a simplicidade de
aplicagdo do método rapido em comparagéo a geragao dos 16 mapas pelo
modelo ONDACAD.

Uma importante aplicagdo da determinagcdo do fetch é permitir
quantificar a altura da onda gerada pelo vento em determinado local do
reservatorio. Desse modo, pela aplicagdo do método JONSWAP e adotando-
se ventos de 5, 10, 15 e 20ms™ sdo obtidas, respectivamente, as alturas de
onda maxima, em centimetros, apresentadas pela Tabela 1.

o
o
>
S
o
v
O

Tabela 1: Altura de ondas em metros

i Intensidade do vento (m/s) <o
Método 5 10 15 20 Desvio (%)
Rapido 0,33 0,65 0,98 1,30 1%

JONSWAP 0,29 0,58 0,87 1,16 °

Portanto, de acordo com a tabela anterior, o erro devido a determinagéo
das alturas de ondas méaximas por diferentes métodos, é de 11% e independe
da intensidade do vento.

Desse modo, para o reservatorio de ltaipu, a aplicagdo do método
rapido implicaria em um erro da ordem de 20% na determinagao do fetch
maximo e um erro da ordem de 10% para na determinacgao da altura maxima
da onda pelo modelo JONSWAP.

5. CONSIDERAGOES FINAIS

Nos casos em que é necessario determinar a diregdo do vento em que
ocorre o0 maior fetch continua sendo imprescindivel a utilizagao de simulagéao
computacional.

Ao se determinar as alturas de ondas maximas no reservatério de Itaipu para
ventos de diferentes intensidades, verificou-se que o desvio da ordem de
10% néo é condicionado pela intensidade do vento.

Os desvios da ordem de 20% para o fetch maximo e da ordem de
10% para a altura maxima de onda foram considerados bastante satisfatérios
tendo em vista a facilidade e rapidez de aplicagdo do método rapido.
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MATHEMATICS APPLIED TO THE DESIGN OF A QUICK METHOD FOR
DETERMINING WIND TRACKS IN LAKES AND RESERVOIRS

ABSTRACT - The purpose of the Quick method is to determine objectively and reliably
the greatest fetch length in a continental body of water. It constitutes a graphical
method to be applied directly on a map or satellite image. This study is verified by the
validation of the method by applying the Itaipu Reservoir.

KEYWORDS: Quick method; Fetch; Wind wave.
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CAPITULO 3

METODOS COMPUTACIONAIS PARA

O PROBLEMA DE INCLUSAO ENTRE
NUVEM DE PONTOS E DIGITALIZAGAO
TRIDIMENSIONAL DE SOLIDOS

Vinicius Fernandes Moretti
UFRGS, Porto Alegre, RS
lattes.cnpq.br/4641578411604753

RESUMO - No presente trabalho
sdo investigadas solugdes eficientes
para o problema de determinar se
uma nuvem de pontos esta contida
(ou, alternativamente, invade)
a digitalizagao tridimensional
da superficie de um solido nao
necessariamente convexo.
Estratégias baseadas em ray casting
(método do raio) e no Teorema da
Curva de Jordan, generalizadas para
0 caso tridimensional, bem como
outras fundamentadas no cémputo
de volumes com sinal de tetraedros
pela origem, foram testadas e
comparadas segundo sua eficacia
e eficiéncia computacional. Os
experimentos computacionais foram
realizados utilizando digitalizacdes
de pedras brutas disponibilizadas
pelo Centro Tecnolégico de Pedras,
Gemas e Joias do Rio Grande do Sul
(CT-Pedras). Os meétodos testados
mostraram-se eficientes e adequados
para o problema examinado. Este
trabalho  estabelece  importante
contribuigdo para a solugdo de um
problema relevante e complexo na
area de Geometria Computacional:

determinar se ha inclusdo (ou,
alternativamente, invasao) espacial
entre dois sdélidos com superficies
digitalizadas.

PALAVRAS-CHAVE: Geometria
Computacional; Algoritmos; Método
do raio; Curva de Jordan; Lapidagéo.

1. INTRODUGAO

Dentre 0s principais
objetivos das estratégias utilizadas
para a otimizagdo do corte de
gemas coradas digitalizadas
tridimensionalmente esta a obtencgao
do maior volume possivel para uma
lapidacao especifica dentro de uma
pedra bruta (BRUSSO et al., 2010),
estabelecendo matematicamente os
melhores planos para se realizar os
cortes. O modelo de lapidagéo, o qual
possui representacdo matematica
conhecida na maioria dos casos,
mesmo que apenas aproximada,
trata-se de um volume sdlido que
pode ser posicionado no espago
através de seis parametros: trés
coordenadas de centro geométrico
e trés angulos de giro. A escala em
relacdo a um protétipo de tamanho
padronizado também deve ser
levada em consideragdo, sendo um
parametro adicional importante.

Assim, uma metodologia
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matematicamente simples para resolver o problema de otimizar o
aproveitamento do corte (lapidagdo) de pedras consiste em definir um
problema de otimizagdo naqueles seis parametros, com o objetivo de
maximizar a escala, tendo como restrigdo que o modelo reposicionado e
reescalado sempre permanega interior a pedra bruta a ser trabalhada.

Entretanto, ha alguns detalhes que trazem uma certa complexidade
a este problema: tanto a pedra a ser trabalhada — a pedra bruta — quanto
o préprio modelo padronizado de lapidagdo — o protétipo — s&o conhecidos
apenas mediante as digitalizagbes tridimensionais das suas superficies
externas. Isso acontece, sobretudo, em situagdes nas quais os modelos
matematicos ndo conseguem aproximar satisfatoriamente a geometria
pretendida. Em vista disso, podemos considerar duas situagdes:

i. Arestricdode que omodeloem escaladeve serinteriora pedra
bruta requer que uma nuvem de pontos do espacgo, obtidos a
partir da digitalizagdo do modelo, mas conforme posicionamento
e escala pretendidos, deve ser interior a digitalizagdo da pedra
bruta;

ii. Uma vez que sobre o modelo de lapidacdo temos mais
hip6teses de regularidade do que sobre a pedra bruta, é natural,
do ponto de vista geométrico, estabelecer o teste dual que valida
se algum dos vértices da digitalizacdo da pedra bruta invade
0 solido obtido pelo posicionamento e escala do modelo de
lapidagao digitalizado.

O objetivo aqui é investigar solugdes eficientes para o problema
de determinar se uma nuvem de pontos esta inclusa (ou, alternativamente,
invade) a digitalizacéo tridimensional da superficie externa de um soélido ndo
necessariamente convexo. A hipotese de convexidade geralmente guia a
construcéo de muitas solugdes e pode ser base para a garantia de existéncia e
unicidade, mas os métodos utilizados durante as simulagbes ndao necessitam
dessa suposi¢cao para atender ambas as situagdes mencionadas.

O problema de determinar se um ponto P é interior a um sélido espacial
€ bastante conhecido na literatura de Geometria Computacional. Por causa
das tarefas cada vez mais complexas em muitas aplicagbes (planejamento
urbano, impressao 3D, controle de trajetérias de veiculos teleguiados,
realidade virtual, entre outras) aplicativos computacionais vém sendo cada
vez mais usados para modelar, analisar e visualizar dados tridimensionais de
maneira apropriada. Uma das tarefas mais desafiadoras é a analise em 3D
do posicionamento de objetos de diferentes tipos, isto é, geometrias (CUI et
al., 2011). Nesse contexto, o teste de inclusdo, que objetiva determinar se um
ponto é interior a um poliedro dado, € uma das operag¢des elementares que
areas como Geometria Computacional e Computacado Grafica necessitam.
O teste de inclusdo ndo é um problema complexo, o desafio maior recai em
obter solugcbes que sejam robustas e eficientes, uma vez que tais testes sao
aplicados repetidamente um nimero muito grande de vezes (CUI et al., 2011;
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LIU et al., 2010).

A estratégia mais conhecida na literatura € o método baseado em ray
casting (ou Método do Raio), que basicamente conta a paridade 4o nimero de
intersecgbes entre um raio (semirreta), originado em um ponto P, e a fronteira
do sdlido, baseando-se no Teorema da Curva de Jordan. No caso particular
de um solido cuja fronteira € uma estrutura (malha) de faces poligonais
adjacentes, oriunda do processo de digitalizagdo, encontros singulares do
raio com arestas ou vértices da discretizagdo geram intersecgbes simultaneas
com um numero muitas vezes incerto de faces contiguas, o que normalmente
dificulta tal contagem. Além disso, situagcdes onde o raio é paralelo ou
coplanar ao plano de alguma das faces, ou ainda quando existem faces
quase-degeneradas, podem acarretar sérias dificuldades numéricas (LIU et
al., 2010). Para aumentar a eficiéncia, o Método do Raio pode ser aplicado
repetidamente ou entdo usando uma diregéo aleatéria (O’'ROURKE, 1998).
Normalmente, melhor performance € obtida com uma combinagéo do Método
do Raio e estruturas de dados hierarquicas do tipo octree ou grid (OGAYAR;
SEGURA,; FEITO, 2005), mas a possiveis grandes custos de armazenamento
em memoria (LIU et al., 2010). Um outr~ m4todo muito conhecido é baseado
em estruturas espaciais chamadas de BSP (Binary Space Partitioning), que
tém como desvantagem um custo de processamento muito grande quando a
geometria/topologia dos modelos ¢é irregular (CUl et al., 2011; HAINES, 1994)
. Para a versao bidimensional do problema de inclusdo, quando é necessario
determinar se um ponto € interior a uma curva plana, inumeras solugdes tém
sido propostas para o caso de poligonos com numero qualquer de arestas,
convexos ou ndo (BADOUEL, 1990; FEITO; TORRES, 1997; HAINES, 1994;
MOLLER; TRUMBORE, 1997).

De maneira alternativa, alguns trabalhos propdéem procedimentos
alicercados na contabilizagdo de volum=s com sinal de tetraedros formados
por faces da digitalizagdo e o ponto P 3 ser testado (FEITO; TORRES,
1997; FEITO; TORRES; URENA, 1995; JIMENEZ; SEGURA; FEITO, 2010;
OGAYAR; SEGURA; FEITO, 2005), o que tem se mostrado simples e seguro,
contudo, ineficiente para discretizagdes com numero muito grande de faces
(LIU etal., 2010). LIU et al., (2010) apresenta um novo método de solugao que
usa pré-processamento e determinagao de tridngulos espaciais no interior de
um poliedro, e que generaliza o método de Horn (HORN; TAYLOR, 1989).
Existem também estratégias bastante conhecidas que resolvem o problema
de inclus&o bidimensional que se baseiam no célculo do chamado winding
number — ou indice do ponto — conforme (HAINES, 1994; O’'ROURKE,
1998). Tais estratégias tém sido preteridas por requererem avaliagbes de
fungdes trigonométricas, que sabidamente trazem ineficiéncia por implicarem
em um maior numero de operagdes basicas de aritmética de maquina e por
trazerem embutidos erros de ponto flutuante, que podem sofrer acumulo
catastrofico.

O presente trabalho apresenta sucintamente as ideias fundamentais
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de alguns algoritmos bastante utilizados na literatura e na pratica paraoteste de
inclusdo de uma nuvem pontos em solidos digitalizados tridimensionalmente
em malha discreta, bem como resultados de testes de comparagdo no
contexto de pedras brutas. O conjunto de malhas utilizado foi fornecido pelo
Centro Tecnolégico de Pedras, Gemas e Joias do Rio Grande do Sul (CT-
Pedras). Uma discusséo e pormenorizacao mais detalhada desses métodos
e resultados é feita em MORETTI (2015).

™
o
>
S
o
v
O

2. ALGORITMOS UTILIZADOS

Sé&o apresentados aqui, de maneira breve, as principais ideias dos
métodos computacionais utilizados nos testes realizados.

2.1. Método de Badouel

Esse algoritmo (BADOUEL, 1990) determina primeiramente se o
cruzamento entre um segmento de reta e umtriangulo ocorre e, posteriormente,
as coordenadas desse ponto de intersecgdo com respeito aos vértices do
tridangulo. Para tal, essa intersecc¢éo e o triangulo séo projetados nos planos
Xy, yz ou xz, com o objetivo de resolver o problema em duas dimensdes
usando as suas coordenadas baricéntricas. Esses parametros podem ser
usados também para o calculo do vetor normal que tem como origem o ponto
de intersecgao, caso ele seja de interesse.

Se V, V.V, éum triangulo, entdo a posigéo de um ponto P coplanar ao
plano definido pelo tridngulo pode ser descrita na forma vetorial da seguinte
maneira:

VOP = VOV1 + ﬁVOVZ (1)
Podemos visualizar essa representagéo na figura (1) a seguir:

Figura 1: Parametrizagdo do ponto P segundo suas coordenadas
baricéntricas

Vo

aVoVi

Vo

1

Para que o ponto P seja interior ao triangulo devemos ter a >0, 3= 0
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2.2. Método de Moller

Esse procedimento (MOLLER; TRUMBORE, 1997) é construido por
meio de uma transformacao da face triangular e da origem do raio R (t) =0 +
tD, sendo D uma diregao escolhida, ndo necessariamente normalizada, e 0 o
seu pondo de origem. Tal transformacgao produz a distancia t de 0 até o ponto
de interseccdo com a face e as coordenadas baricéntricas deste ponto. O
funcionamento do método se baseia na translagdo do triangulo até a origem
do sistema de coordenadas e numa troca de escala a fim de que o tridngulo
seja unitario no plano yz e que o raio esteja alinhado com eixo x.

Um ponto P em um triangulo V V.V, pode ser parametrizado por
Pla,) =1 —a— BV, + aV, + BV, (2)

onde a e  sdo as coordenadas baricéntricas de P com respeito ao
tridangulo dado.

Para a intersecgao entre o raio e o triangulo, temos R(t) = P (a, ), ou
seja,
t

[-D Vi=V, Vz_Vo][g =0-V (3)

A matriz M=[-DV, -V V, -V ]realiza as transformagbes desejadas
com o raio e os vértices do triangulo. Essa transformacgéo pode ser visualizada
na figura (2).

Figura 2: Transformagdes no triangulo e no raio realizadas pela matriz M

3

0
Va
0-V, MO — Vol
Va — Vo
1
Vi

Vo
v, — Vi

\ 1

Desse modo, resolvendo o sistema (3) obtemos os valores da
coordenadas baricéntricas @ e 8 e podemos decidir se ponto é interno ao
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triangulo ou néo.
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2.3. Método de Segura

Esse algoritmo (SEGURA et al., 2005) € baseado no estudo do volume
com sinal de diferentes tetraedros formados com os vértices do tridngulo e
dois pontos pertencentes ao raio a ser testado R(t) = O + tD.

Sejam V, V.V, um tridngulo e Q, e Q, as extremidades do segmento
Q,Q,ER(t), os quais estéo em lados opostos em relagéo ao plano que contém
o triangulo. A orientacado dos vértices € escolhida de tal forma que o tetraedro
Q,V,V,V, tenha orientag&o positiva (isto €, o seu volume com sinal [Q,V,V,V,]
seja positivo). Assim, o segmento Q,Q, intercepta o triangulo V,V,V, se, e
somente se,

sgn([Q2VoV10:]) = 0 e sgn([Q,V,V10Q:]) = 0 e sgn([Q,V,V,0Q:]) =0 (4)

Esse métodoindica se aintersec¢do de um segmento comum triangulo
existe ou ndo, mas originalmente nao calcula as coordenadas baricéntricas
do ponto de intersecgcao. Os casos possiveis para a interceptagdo sao
mostrados na figura (3). Caso o triangulo V,V,V, tenha orientagéo negativa, a
inclusédo de P nele fica estabelecida se, e somente se,

sgn([Q:VoV101]D) < 0 e sgn([Q.V,V10Q:]) <0 e sgn([Q,V,V>0:]) <0 (5)

Figura 3: Visualizagéo do algoritmo de Segura: (a) problema de intersecgao;
(b) tetraedro Q,V,V,Q,; (c) tetraedro Q,V,V,Q,; (d) tetraedro Q,V,V,Q,

()2
Wi
Va
Vo
1
(a) (b)
Q2 Q2
Vs &
v ', Vo
1
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2.4. Um novo método de Segura

Um novo algoritmo foi proposto por Segura (JIMENEZ; SEGURA;
FEITO, 2010) para determinar a interseccdo entre um segmento e um
triangulo. Dados um triangulo V,V,V,, um raio R(t) = O + tD e um segmento
Q,0Q, € R(t), a estratégia consiste encontrar as coordenadas baricéntricas de
um dos extremos do segmento Q,Q,, digamos Q,, com respeito ao tetraedro

Q,V,V.V, e verificar os seus sinais.

Seja Q, = aQ, + BV, + yV, + 6V,, com a, B, ¥, 6 € R a equagdo que
determina a posi¢céo de Q, com respeito ao tetraedro T = Q,V V,V,. Desse
modo, temos § =1 - a - - y. Para o célculo dessas coordenadas, é usado
o volume com sinal do tetraedro T. O sinal depende da ordem em que os
pontos sao listados: se os tridngulos do tetraedro tém orientagdo positiva
(sentido anti-horario), o sinal € positivo; caso contrario, é negativo. Ainda é
possivel o volume ser nulo caso 0s quatro pontos sejam coplanares.

Dessa forma, o ponto Q, assume o papel de vértice de origem do
tetraedro T. A orientag&o sera positiva se o triangulo V,V,V, tiver orientagéo
positiva em relagdo ao vertice de origem e os triangulos Q,V.V,, Q V,V, e
Q,V,V, tiverem orientagéo positiva com relagdo aos demais vértices. Assim,

as coordenadas baricéntricas de @, em relagéo ao tetraedro T sdo calculadas
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como:
a = [QZV0V1V2]
[Q1VoVV,]
ﬁ — [QZQlV2V1]
[QuVoVV,] ©
B (XNAD
[Q1VoVV,]
6 — [Q2Q1V1VO]
[QuVoVV,]

De posse das coordenadas baricéntricas de Q, em relagdo ao
tetraedro T = Q,V,V,V,, € possivel decidir se um ponto € interno ou externo a
ele. Para isso, basta verificarse a+ f+y+d6=1esea, B, y, 6 € [0,1].

2.5. Método de Feito-Torres

Esse método (FEITO; TORRES, 1997) difere-se bastante dos demais
descritos anteriormente no seu funcionamento e notacdo. Dada a discretizagao
em malha triangular de um sélido, sé&o considerados tetraedros determinados
pela origem, um vértice fixo de cada face e cada uma das demais arestas da
mesma face que n&o sejam incidentes a esse vértice fixado. Sdo definidos os
seguintes conjuntos:
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i. V_(Q): conjunto dos vértices que determinam arestas
pela origem que contém Q e ou que pertengam a tetraedros
positivos ou que s&o pontos iniciais ou finais de faces positivas,
de acordo com a ordem em que aparecem na descri¢cdo da face.
#V (Q) denota a cardinalidade deste conjunto;

ii. V (Q): conjunto dos vértices que determinam arestas
pela origem que contém Q e ou que pertencam a tetraedros
negativos ou que s&o pontos iniciais ou finais de faces negativas,
de acordo com a ordem em que aparecem na descri¢cdo da face.
#V_(Q) indica a cardinalidade deste conjunto;

iii. T or (OV,V,V,): conjunto de faces de tetraedros pela
origem determinados pela origem O e os pontos V,, V, e V..

O método se baseia no seguinte teorema, enunciado aqui sem
demonstragao:

Teorema: Seja P=F F, .. F, um poliedro qualquer com faces F, F,, ...,
F ,ondeF = Vo Vi Vi Entdo, um ponto Q € R3, ndo-contido na fronteira de

P, é interior ao poliedro se, e somente se,
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Zziai,- FHY,(Q) — #V.(Q) = 1 )

i=1 j=1

ondel<j<e,e

sgn([OVMVi,]-Vi,jH]), se Q € int(OVi’IVi‘]-Vi,jH)
4ij =10,5 - sgn([0Vi1Vi;Vij1a]), se Q € int(Ty), com Ty € T, (Vi1 VijVijes)  (8)
0, caso contrario

O cerne do método ¢ a avaliagdo da equagéo (7) para a decisédo se o
ponto é interior ao solido ou nao.

3. TESTES COMPUTACIONAIS

Para os testes de comparacao entre os métodos apresentados foram
utilizadas malhas de pedras brutas fornecidas pelo Centro Tecnolégico de
Pedras, Gemas e Joias do Rio Grande do Sul (CT-Pedras). O conjunto de
solidos utilizados utilizado é apresentado a seguir na figura (4).
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Figura 4: Solidos testados
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(a) Sélido 1 (b) Sélido 2 (c) Sélido 3

(d) Sélido 4 (e) Sélido 5 (f) Sélido 6

Os métodos apresentados na seg¢ao anterior foram implementados
em linguagem C por meio do compilador DevC++ 5.11, utilizando diretivas
padrao de compilagéo. Os testes foram realizados em um processador Intel
Core i5- 7400, 3 GHz, 4 GB RAM, em sistema Windows 10, versao 64 bits.

Para a realizagao dos testes foram gerados trés lotes de 5000 pontos
aleatdrios: um com pontos fora do sélido, outro com pontos dentro e outro sem
restricdes de localizagédo. Para cada lote de pontos utilizou-se um dos métodos
10 vezes seguidas, sendo tomada a média do tempo de execugédo para cada
algoritmo. Ao total, foram testados seis métodos diferentes, baseados nas
apresentagdes anteriores: duas versdes o algoritmo de Badouel, uma se
utilizando do um vetor normal a cada face pré-processado e outra versao
com o método tipico; uma versdao do método de Moller; uma verséo para o
método de Segura; uma versao para o novo método de Segura; e uma versao
para o método de Feito-Torres (esse € o unico dos métodos testados que nao
utiliza o Teorema da Curva de Jordan). O tempo para o pré-processamento
dos vetores normais (onde necessario) e também para a geragdo da nuvem
de pontos aleatoria nao foi contabilizado.

Apds essas baterias de testes, temos os seguintes resultados

apresentados nas tabelas (1), (2) e (3), normalizados segundo o método de
Badouel, versao sem vetor normal:
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Tabela 1: Teste 1: tempo relativo para 5000 pontos gerados dentro do sélido

METODO
Badouel Segura
S V/F s/N ¢/N Mbobller Antigo Novo Feito-Torres
1 838/1672 10,7141 0,7263 09169 0.8158 3,1711
2 990/1976 10,7212 0,7336 09251 0.8233 3,1817
3 1086/2168 10,7263 0,7382  0,9301 0,8284 3,1883
4 1142/2280 1 0,728 0,7409 09329 0.8314 3,1918
5 1192/2380 1 07306 07435 09352 0,8341 3,1952
6 1199/2394 1 07311 0,7439  0,9355  0.8346 3,1958

Tabela 2: Teste 2: tempo relativo para 5000 pontos gerados fora do sdlido

METODO
Pontos Badouel Segura
S V/F D/F s/N ¢/N Moller Antigo Novo Fe
1 838/1672  2441/2559 1 0,7150  0,7296  0,9147  0,7950
2 990/1976  2497/2503 1 0,7219 0,7364  0,9229 0,8021
3 1086/2168 2486/2514 1 0,7268 0,7414  0,9280 0,8071
4 1142/2280 2424/2576 1 0,7280  0,7443  0,9310  0.8097
5 1192/2380 2423/2577 1 0,7314  0,7471  0,9334 0,8124
6 1199/2394 2489/2511 1 0,7321  0,7475  0,9339  0.,8128

Tabela 3: Teste 3: tempo relativo para 5000 pontos gerados dentro e fora do

solido
METODO
Pontos Badouel Segura
S V/F D/F s/N ¢/N Moller Antigo Novo Feito-Torres
1 838/1672  2441/2559 1 0,7150  0,7296  0,9147  0,7950 3,1706
2 990/1976  2497/2503 1 0,7219 0,7364  0,9229 0,8021 3.1811
3 1086/2168 2486/2514 1 0,7268 0,7414  0,9280 0,8071 3,1882
4 1142/2280 2424/2576 1 0,7289 00,7443 09310 0.8097 3.1915
5 1192/2380 2423/2577 1 0,7314  0,7471 09334 0,8124 3.1950
6 1199/2394 2489/2511 1 0,7321  0,7475  0,9339  0,8128 3,1955

Nessas tabelas, sdo indicados na coluna V/F o nimero de vértices
e de faces de cada sdlido, respectivamente. Também, na coluna D/F, da
tabela (3), sdo indicadas as quantidades de pontos gerados dentro e fora dos
solidos, respectivamente, para o teste dos métodos.

Atabela (4) aseguirmostra, parafins de completude nas comparacgoes,
os tempos absolutos, em segundos, dos testes para o método de Badouel,
versdo sem vetor normal pré-processado, ja que esse tempo foi o utilizado
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como referéncia nas tabelas anteriores.
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Tabela 4: Tempo absoluto (segundos) para o algoritmo de Badouel (sem
vetor normal)

V/F Teste 1 Teste 2 Teste 3
838/1672 41,6525 4,6509 4,6533
990/1976  4,8947  4,8958 41,8953
1086/2168  5,0577 95,0579 95,0569
1142/2280  5,1392 5,1389 95,1377
1192/2380 52205 522 52184
1199/2394  5,2319 5,231 5,2297

Sy Ut e W=D

4. RESULTADOS

Como dito em (JIMENEZ; SEGURA; FEITO, 2010; LOFSTEDT:;
AKENINE-MOLLER, 2005), ndo ¢ uma tarefa simples desenvolver um
conjunto de testes computacionais que certifiquem que um dado método é
mais rapido que outros, a performance depende de diversos fatores distintos,
tais como: o compilador, as especificagdes de hardware, o tipo de aplicagcao
e de dados disponiveis e também detalhes na constru¢do dos programas.
Contudo, podemos observar indicios para estabelecer algumas comparagdes
baseadas no conjunto de testes propostos nesse trabalho.

Analisando as tabelas (1) (2) e (3), podemos observar que o algoritmo
de Moller é a mais eficiente das estratégias implementadas dentre as que nao
usam informacdes obtidas por pré-processamento — isto €, desconsiderando
os métodos Segura Novo e Feito-Torres. Este algoritmo obteve resultados
superiores que oscilam entre 25% a 27%, aproximadamente, quando
comparados ao algoritmo de Badouel, sem normais. A performance do
método de Segura (Segura Antigo) é também superior ao de Badouel, mas
ndo mais do que 9%, aproximadamente, nesses testes. SEGURA e FEITO
(1998, 2001) atestam superioridade desse algoritmo perante o método de
Moller, o que nao foi observado em nenhum momento nos testes realizados
no presente trabalho. Conforme apontado em (JIMENEZ; SEGURA; FEITO,
2010), essa melhor performance foi obtida nos trabalhos citados porque
nesses estudos comparativos foram utilizadas informacdes pré-calculadas,
como por exemplo, o volume com sinal dos tetraedros e, naquele contexto,
nenhuma informacgao pré-processada foi utilizada para o método de Mdller.

O novo método proposto por Segura (Segura Novo) tem resultados
mais satisfatérios quando comparados ao método de Badouel, variando de
17% a 20%, aproximadamente, a sua melhoria no tempo de execugao para
o conjunto de malhas testadas. No entanto, quando a sua performance é
comparada comado algoritmo de Méller ela éinferior. Em (JIMENEZ; SEGURA;
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FEITO, 2010) foram feitos testes em que o método obtém resultados melhores
que o de Moller, no contexto de simulagao de interferéncia entre objetos numa
mesma cena, que é o principal objetivo do artigo. E mencionado, contudo,
que o método de Mdller € mais rapido quando sao aplicados testes de ray
casting similares aos executados neste trabalho. Isso sugere investigagcoes
adicionais futuras de possiveis melhorias no método, como utilizagdo de pré-
processamento de algumas informagdes que possam ser armazenadas na
propria estrutura dos tridngulos e compartilhadas entre eles, mas que nao
foram levadas em conta nem em (JIMENEZ; SEGURA; FEITO, 2010) nem
no presente trabalho.

A implementacdao do método proposto por Feito-Torres (FEITO;
TORRES, 1997) obteve resultados mais desfavoraveis para o conjunto de
malhas testadas. (SEGURA et al., 2005) alegam que esse método € mais
eficiente do que qualquer método baseado no Teorema da Curva de Jordan;
entretanto, foi utilizada uma versdo modificada do algoritmo, a qual nao
foi totalmente especificada, apenas foi apontado que estruturas de diviséo
espacial (octrees, BSP e voxels) foram empregadas nos testes. Nos testes
realizados aqui, a performance deste algoritmo ficou muito aquém de todos os
outros métodos utilizados, o tempo de execugéo sendo até 220% mais lento
do que o método de Badouel. De acordo com (HAINES; AKENINE-MOLLER,
2002), os testes baseados na Curva de Jordan sdo os mais rapidos para se
testar a inclusao, sem pré-processamento, de pontos em malhas, o que foi de
fato verificado no presente trabalho.

Quando o algoritmo de Badouel foi melhorado com o uso dos vetores
normais as faces (obtidos por pré-processamento) os seus resultados foram
superiores, inclusive ao método de Méller. Segundo (JIMENEZ; SEGURA;
FEITO, 2010), isso realmente se verifica quando ha informagdes adicionais
pré-calculadas, como os vetores normais ou entédo os planos de projecao das
faces. Comparando sua performance a do caso sem pré-processamento, 0s
resultados variaram entre 27% e 29% de ganho de tempo, aproximadamente.

Ademais, segundo os resultados obtidos, podemos observar que
ha indicativo do esforgo computacional ser linear no nimero de faces dos
sélidos. Tal evidéncia é reforcada pela analise da figura (5) a seguir , que
mostra os tempos absolutos para o teste 3 (0 método de Feito-Torres nao
estéo presentes por questdes de escala).
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Figura 5: Tempos absolutos para o teste 3.
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5. COMENTARIOS FINAIS

Com base nos resultados obtidos por este trabalho, contextualizados
para inclusdo/invasdo de uma nuvem de pontos e digitalizagbes em malhas
triangulares de pedras brutas, fica evidente que métodos conceitualmente
muito simples como os de Badouel e Mdller, baseados no Teorema da Curva
de Jordan, sdo competitivos frente a estratégias mais complexas encontradas
na literatura, considerando algoritmos que nao fazem uso de estruturas pré-
processadas além de normais de face. Mais especificamente, se 0s normais
exteriores das faces da digitalizagdo ndo sdo conhecidos — por exemplo,
arquivos com extensao .OFF — obtém-se melhor performance com o método
de Moller. Por outro lado, quando os vetores normais exteriores das faces
sdo conhecidos — arquivos do tipo .STL, por exemplo — estao disponiveis, o
método de Badouel melhorado consegue um melhor desempenho.

Como ja mencionado anteriormente, ndo foram utilizadas estruturas
de hierarquizagao espacial e nem pré-processamentos prévios para 0s
testes; sugerem-se aprimoramentos podem a serem incorporadas em novas
versdes dos algoritmos a fim de melhorar suas performances, tanto a nivel de
informagdes pré-implementadas (envelopes convexos, volumes com sinal de
tetraedros ou técnicas de coeréncia, por exemplo) quanto a nivel de cédigo
nos métodos.
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COMPUTATIONAL METHODS FOR THE PROBLEM OF INCLUSION BETWEEN
POINT CLOUD AND THREE-DIMENSIONAL DIGITIZED SOLIDS

ABSTRACT - The present work investigates efficient solutions to the problem of
determining whether a point cloud is contained (or, alternatively, invades) the three-
dimensional digitization of the surface of a not necessarily convex solid. Strategies
based on ray casting and on the Jordan Curve Theorem, generalized for the three-
dimensional case, as well as others based on the computation of volumes with sign of
tetrahedrons by the origin, were tested and compared according to their computational
effectiveness and efficiency. The computational experiments were carried out using
digitization of unpolished stones made available by Centro Tecnolégico de Pedras,
Gemas e Joias do Rio Grande do Sul (CT-Pedras). The tested methods proved
to be efficient and adequate for the examined problem. This work establishes
an important contribution to the solution of a relevant and complex problem in the
field of Computational Geometry: determining whether there is spatial inclusion (or,
alternatively, invasion) between two solids with digitized surfaces.

KEYWORDS: Computational Geometry; Algorithms; Ray casting; Jordan curve; Stone
cutting.
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RESUMO - Marcadores moleculares
do tipo SNP (Single Nucleotide
Polimorphism), com alta densidade
dentro do DNA humano, tém
sido largamente utilizados como
amostradores do genoma. Este
trabalho faz uso de uma modelagem
estocastica de campos Markovianos
de alcance variavel para encontrar
blocos independentes de SNPs,
estruturando assim o genoma em
regibes ilhadas de dependéncia.
Foram utilizados dados publicos
de SNPs de diferentes populagdes
mundiais (projeto HapMap), além de
uma amostra da populagao brasileira.
Os blocos de SNPs configuram
regides de dependéncia ou janelas de
influéncia as quais foram usadas para
caracterizar as diferentes populagées
de acordo com sua ancestralidade e

DADOS DE SNPs

os resultados obtidos mostraram que
as janelas da populagédo brasileira
tém, em média, tamanho maior,
evidenciando a sua historia recente
de miscigenagao, comparativamente
as demais populagdes mundiais. E
também proposta a construgédo de
janelas de consenso maximais em
determinadas regides gendmicas,
tendo como base as janelas de
influéncia de cada populagdo do
estudo. Identificando as janelas
de consenso mais heterogéneas,
a Andlise de Correspondéncia e a
teoria Biplots foram aplicadas na
construgdo de um classificador capaz
de determinar o percentual relativo
de ancestralidade de um individuo, o
qual, submetido a validagao, obteve
alta eficiéncia no acerto da populagao
originaria.

PALAVRAS-CHAVE: Campos
Markovianos de alcance variavel,
HapMap; Biplots; blocos de SNPs;
Classificador de ancestralidade.

1. INTRODUGAO

Polimorfismos sao variagbes
genéticas entre individuos, para um
mesmo local do genoma. Uma vez
que o DNA é uma molécula longa,
com duas fitas ligadas entre si por
pares de bases, A (adenina) com T
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(timina) e C (citosina) com G (guanina), denomina-se SNP (do inglés Single
Nucleotides Polimorphisms) ao polimorfismo resultante da alteragédo de um
unico par dessas bases. Os SNPs estdo distribuidos ao longo de todo o
DNA, séo originados de mutagdes e dada sua alta densidade podem ser
utilizados para amostrar o genoma com uma cobertura representativa de sua
variabilidade.

O projeto HapMap (2005) foi criado a partir de um consorcio formado
por varios paises com o objetivo de identificar e catalogar as diferencas e
similaridades entre o genoma de seres humanos através do levantamento do
mapa dos SNPs em varias populagbes, distribuidas em regides geograficas
distintas e com diferentes ancestralidades’. A teoria mais aceita atualmente
no que diz respeito a origem do Homo sapiens da conta que sua migragao
teve inicio a partir da Africa, mais especificamente, na atual Etiépia
(SCHLESINGER, 2010). Entre as evidéncias cientificas que sustentam essa
teoria, esta o fato de que, sendo as populagdes africanas mais antigas, o
tempo permitiu um maior nimero de recombinagbes génicas (mistura entre
0s genes dos pais), levando a regides, que sado transmitidas em conjunto para
seus descendentes, menores do que aquelas encontradas em populagdes
mais recentes como os europeus. Neste contexto, a populagdo brasileira
tem uma histéria recente de miscigenagdo, com cerca de 500 anos ou,
equivalentemente, cerca de 20 geragoes.

Neste trabalho, essas regides foram inferidas utilizando-se uma
abordagem de campos Markovianos para levantamento das janelas (ou
blocos) de SNPs que possuem dependéncia entre si, em cada populagao
do projeto HapMap, bem como em uma amostra da populagao brasileira. O
Quadro 1 contém uma descricdo das populagdes utilizadas neste estudo?.
Denotaremos estes blocos de SNPs como as ‘anelas populacionais”
especificas de cada populagdo (Jp). Os resultados obtidos foram utilizados
para caracterizar as diferentes populagbes e, consequentemente, suas
ancestralidades. Estendendo o conceito de influéncia entre SNPs para a
unificagcdo das janelas (Jp) de cada populagao, propde-se a construgao de
janelas de consenso maximais (Jc), cada uma contendo as diferentes janelas
que se sobrepdem nas diferentes populagdes. As janelas populacionais que
compdem uma determinada janela de consenso, podem ser similares ou
ndo, assim, para medir a dissimilaridade entre as diferentes Jp’s de cada
janela de consenso, foi elaborado um indice de Heterogeneidade (IH).
Finalmente, utilizando as janelas de consenso mais heterogéneas é proposto
um classificador da populagao originaria de um individuo.
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Quadro 1: Populagdes utilizadas neste trabalho

Rétulo Origem da Populagéao Ancestralidade

ASW populaga_o do _sudoeste dos EUA com Africana
ancestralidade africana
residentes de Utah com ancestralidade do norte/ .

CEU X Européia
ocidente da Europa

CHB chlm_eses em Beijing, China, com ancestralidade Asiatica
da dinastia Han

CHD chineses residentes na area metropolitana de Asiatica
Denver, Colorado

GIH |indios Gujarati em Houston, Texas Amerindia

JPT |japoneses em Tokyo, Japao Asiatica

LWK reS|dente_s em Webuye, Quénia com Africana
ancestralidade Luhya

MEX res@entes em Los Angeles, com ancestralidade Amerindia
mexicana

MKK reS|dente_s em Kl_nyawa, Quénia com Africana
ancestralidade Maasai

TS| reS|dente§ proximos a Floréncia, com Européia
ancestralidade toscana

YRI reS|dente_s em Ibadan, Nigéria  com Africana
ancestralidade Yoruba

BRZ |t;raausl|cl)e|ros residentes na regido urbana de Sao Brasileira
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2. MODELAGEM

2.1. Notacao

SNPs sao marcadores moleculares dialélicos, assim, sem perda de
generalidade, seja o par (x, y) o gendétipo de um SNP, tal que, em um loco
cromossomico de um determinado individuo teremos (x, y) € {4, C, T, G}?, onde
A={A C T, G} é o alfabeto e |A| = 4 a sua cardinalidade.

A codificagao dos gendtipos de um SNP pode ser foi feita atribuindo o
valor 1 para bases complementares de referéncia, por exemplo, atribuindo 1
as bases Ae T e o valor 0 para as bases C e G. Cada SNP configura, entao,
uma variavel aleatéria cuja realizacdo pertence ao conjunto {0,1,2}. Assim,
para um determinado SNP, em uma posicao especifica j, temos X a variavel
aleatoria definida como X = x| x,€ {0,1,2}, em que:
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P(X; = 0) = P(gen6tipoSNP € {CC,CG,GC,GGY)
P(X; = 1) = P(gen6tipoSNP € {AC,AG,TC,TG,CA,GA,CT,GT})
P(X; = 2) = P(genGtipoSNP € {AA,AT,TA,TT})
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Um conjunto S, de uma sequéncia de s SNPs, sera entdo uma
sequéncia de variaveis aleatérias, S = {X,, X,, X,, .., X}, sendo, |S| = s a
cardinalidade de S. Estendendo a notacado para n individuos independentes?®,
um determinado SNP na posic¢éo j passa a ter uma amostra de tamanho
n com X, tendo distribuicdo trinomial, X ~ Trinomial(n,$), X; = x; €{0,1,2},
emqueiéoindividuo(1gign)e ¢j € o vetor de parametros da trinomial,
contendo as probabilidades de ocorréncia dos valores 0, 1 e 2, restritas a
somarem 1.

Uma amostra dos genotipos de s SNPs para n individuos sera entao
uma matriz D). Considera ndo a amostra estratificada em diferentes
populagbes, denotaremos por D9 = D¢, .., como a matriz dos genétipos dos
ngindividuos da populagdo g, onde 1 < g < G, sendo G o numero total de
populacdes, en =n; + -+ + ng.

2.2 Campos Markovianos - Conceito de Vizinhanga

Cadeias de Markov sdo um tipo de modelagem bastante utilizada
para dados com dependéncia. Como o interesse é encontrar blocos de SNPs
que guardam entre si alguma relagdo de dependéncia e, considerando cada
realizacao da variavel aleatoria X, como um estado com distribuicao Trinomial,
pode-se utilizar a abordagem de cadeias de Markov de alcance variavel, com
a diferenga importante, no caso do problema aqui colocado, que deve-se
inspecionar ambos os lados de um determinado estado genotipico de um
loco fixado (SNP). Em outras palavras, o objetivo € encontrar a memoria
da cadeia de Markov em ambas as direcdes de um determinado estado. O
problema assim proposto, e considerando dados de uma Unica populagao,
foi abordado por Leonardi (2006, 2010) utilizando campos Markovianos,
verificando a vizinhanga de cada posicado da cadeia e encontrando quantas
posicdes antes e depois sao necessarias para determinacao da distribuicdo
de probabilidade dos estados da posigdo em estudo.

Dado um alfabeto A pode-se definir uma palavra w de tamanho m
como sendo uma sequéncia de letras desse alfabeto (w € A™). Fixada uma
posicao j dentro da palavra w, w com |w| = I sera prefixo de j e T com |7] =
r sera sufixo de j se w = wjt. Denominamos w a vizinhanga a esquerda da
posicdo j em w e 7 a vizinhanga & direita da posig&o j em w. A concatenagéo
(w.t) denominamos simplesmente vizinhanga de j dentro de w. Usando esse
conceito para a sequéncia de SNPs da amostra, dado um SNP na posicao j
sua vizinhanga sera o conjunto:

VI ={keNj-l<k<j+rk#jj-1>1j+r<sh
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2.3 Fungéo de Pseudo-Verossimilhanga

Dada a matriz D da amostra, considerando os individuos
independentes e dado um individuo i, cada SNP & assumido independente
condicionalmente ao restante dos SNPs. Assim, pode-se utilizar a definicao
de vizinhanga da segéo anterior, com a abordagem introduzida por Besag
(1975) e escrever a fungéo de pseudo-verossimilhanga:
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~ . . l.'r.
L(gID) = &y Ty PCX; = x{1X, = xf, Vi € V7)), (1)

Assim, assume-se que a distribuicdo condicional da posigcéo j é
especificada em termos de um vetor @, dos parametros (Ij, r].) desconhecidos,
sendo IJ avizinhancga a esquerda e r.a vizinhanga a direita da posi¢ao j. Como
aamostra é composta por varias realiza¢des independentes, correspondentes
aos diferentes individuos na amostra, o processo € denominado nao
homogéneo, com tamanhos diferentes de vizinhanga, dependendo da posi¢ao
especifica j. Aplicando entéo o logaritmo a expressao (1), teremos:

. . l.' .
£(L,11D) = oy Ty log (PX) = 1% = 2 vk € V). (2)

Reescrevendo a probabilidade em termos de prefixos e sufixos,
temos: . Liri
P(X; = a|Xy = x4, Vk € Ié" N =
P(X] = alXj_l = wl,...,Xj_l = wl!Xj+1 = Tl""'Xj+T = TT)'

a qual denotaremos simplesmente por P;(alw, 7). Considerando NP (w,a,7)
como sendo o numero de vezes que o simbolo a aparece na posi¢ao j,
com a vizinhanga w a esquerda e t a direita, dentro da amostra D, pode-se
reescrever a equacgao (2) como:

£(1;,51D) = Yoy B Be Ea (log(Py(alw, 7)™ @D, (3)

Maximizar a verossimilhanga em (3), representa maximizar cada
parcela da soma em j, isto &, considerando cada SNP individualmente. A
j-ésima componente da pseudo-verossimilhanga em funcdo da vizinhancga
(w, T) pode ser definida em termos da distribuigdo multinomial. Assim, pode-
se escrever (3) na forma:

ND(a),a,T)
f(lj: T}D) = }q'=1 Zw Zr Za (NJD (w‘ a, T)log ( Njf(w,.,‘r) ))' (4)

em que NjD (w,.,T) corresponde ao numero de vezes que a vizinhanga (w, 1)
aparece na amostra no entorno da posicao j, para qualquer valor de X. Da
forma como esta escrita na equacéo (4), a pseudo-verossimilhanga sempre
aumenta com o aumento da vizinhanga, o que levaria a considerar todos
os outros SNPs para maximizar a funcdo de uma determinada posicgo. E
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necessario, portanto, introduzir um termo de penalizagéo proporcional ao
tamanho da vizinhanga. A penalizagao utilizada é a proposta por Csiszar e
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Talata (2006), considerando uma constante ¢ dada por (41-1, onde 4 é o

2
alfabeto, no nosso caso, 4 = {0,1,2} e um termo proporcional ao tamanho
da vizinhanga t(w,7) = |A4|'“*. Finalmente, considerando a estratificacio
da amostra nas diferentes populagbes, a expressado final da pseudo-
verossimilhanga sera:

DQ
i (wan) -

fg(lg ngg) Yo 2r 2a (NDg(a) a, T)lOg([\;pg((:a; )) _ (|AI2 1) |A||mr|10g(ng). (5)
7 (@,

2.4 Janelas Populacionais (Jp) e de Consenso (Jc)

A vizinhanga V. estimada é uma medida da dependéncia do SNP na
posicdo j em relacao aos seus vizinhos a esquerda e a direita. Os paradmetros
Ler, estimados para cada variavel X definem a janela de dependéncia do
SNP'na posicéo j. Analogamente, os pares (lj_1,77_1) e (li+1,7+1) definem
as janelas de dependéncias dos SNPs vizinhos, nas posi¢des j-1 e j + 1,
respectivamente. Avaliando a sobreposicédo das janelas de dependéncia dos
SNPs adjacentes, pode-se definir uma janela de influéncia populacional Jp
como sendo a sequéncia de SNPs cujas vizinhangas (janelas de dependéncia)
estdo contidas em Jp. Assim, cada janela populacional Jp € um par de valores
tais que:

Jp €{(a,b)|la,b €{l,...,s},a<b} e VjE]p=>V,CS]p

A Figura 1 ilustra a montagem das janelas populacionais; na metade
superior estdo representados os SNPs adjacentes na forma de pequenos
circulos e suas vizinhangas estimadas na forma de arcos; na parte inferior
da figura estao representadas as janelas populacionais no formato de blocos,
formando uma regido de SNPs adjacentes que possuem suas vizinhangas
sobrepostas.

Figura 1: Visdo esquematica da construgcéo de janelas populacionais de
SNPs
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Unificando as estimativas das varias populagdes, propomos a
formacao de uma nova janela, a qual definiremos como janela de consenso,
denotada por Jc, generalizando o mesmo conceito utilizado para encontrar
as janelas de influéncia dos SNPs, desta vez, sobrepondo as janelas de
influéncia de cada populagdo, em cada regiao especifica do genoma. Cada
janela de influéncia estimada em uma populagdo representa um conjunto
de SNPs que guardam entre si uma relacao de dependéncia. Para cada
intervalo de SNPs adjacentes é possivel verificar se existem ou nio janelas
de influéncia parcial ou totalmente inseridas nesse intervalo, em cada uma
das populagbes em estudo. Assim, pode-se definir a janela de consenso Jc
como sendo uma sequéncia de SNPs na qual existem janelas populacionais
(Jr) que estao contidas em Jc. Portanto, cada janela de consenso Jc € um par
de valores tais que:

Jece{(c,d)|c, de{l,...,s},c<d} e V]pEJc=>]pCJc

mais especificamente, se houverem Kjanelas de influéncia contidas em uma
janela de consenso Jc, teremos: J, = (a,,b,),1<p <K, se [y SJc=>(c<a,
ed >by,), Vp, 1 <p <K, 1<K <G, comGsendo o nimero de populagdes
sob estudo.

A Figura 2 mostra esquematicamente a montagem de uma janela de
consenso maximal, em uma regido especifica do genoma, neste caso, um
intervalo de 5 SNPs: cada linha representa um estrato, isto €, uma populagao,
os pontos sdo SNPs independentes, os blocos pretos as janelas populacionais
(Jp) e a janela de consenso (Jc), esta evidenciada na cor vermelha.
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Figura 2: Visao esquematica da construgdo de uma janela de consenso
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2.5 indice de Heterogeneidade

A janela de consenso, Jc, pode servir, portanto, como uma medida
da heterogeneidade das regides de dependéncia entre as populagbes, uma
vez que pode ser resultado de regibes do genoma bastante diferentes em
termos das janelas de influéncia de cada populagao (/p) ou, ao contrario,
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de segmentos do genoma nos quais as Jp sdo muito parecidas ou até
mesmo iguais entre as populagdes. Para avaliar a heterogeneidade de uma
determinada janela de consenso é preciso quantificar a distancia entre as
janelas Jp formadoras da mesma. Para isso utilizou-se o conceito de medida
de distancia/similaridade entre variaveis categéricas (GREENACRE, 2007).

Para cada janela de consenso Jc, o trecho respectivo foi codificado,
para cada populagéo, em termos binarios, considerando 1 para os intervalos
entre SNPs que pertencem a uma mesma Jp, ou 0 caso contrario. O
célculo do indice de Heterogeneidade (IH) foi feito através de uma matriz
de distancia entre as populagbes, somando-se os elementos da triangular
superior, ou seja, a soma de todas as dissimilaridades e normalizando pelo
numero de comparagdes pareadas entre as populagdes. O IH calculado

para uma janela de consenso I qualquer (/c), em G populagdes sera,

a G(G-1)
= VG 99’ _
IH]C[ - Zg,gl:l;g<gy " Se'ndo, m; = P
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2.6 Classificador - Mapa Biplot

Se janelas heterogéneas acabam por refletir areas de dependéncia
entre os SNPs que sao discriminantes das diferentes populagdes, estas
podem, entdo, ser utilizadas para identificar, a partir dos genétipos dos SNPs
correspondentes, a populacdo originaria de um determinado individuo, ou
ainda, a proporcionalidade de contribuigcbes ancestrais de cada populagao,
configurando assim um classificador. Para cada janela heterogénea existem
diferentes genotipos com frequéncias que variam entre as populagbes do
estudo. Uma tabela de contingéncia construida a partir das populacdes
(linhas) e dos diferentes gendtipos (colunas) pode sintetizar essas
informagdes. O problema assim colocado passa a ser multivariado no sentido
de relacionar as linhas e colunas da tabela com a distribuicdo de gendtipos
entre as populagdes sob estudo. Uma técnica capaz de lidar com esse tipo
de abordagem em tabelas de contingéncia € a Analise de Correspondéncia
(AC). Dentre os diversos mapas de representagéo da AC, optou-se pelo mapa
Biplot, por ser uma alternativa mais acurada para juntar linhas e colunas
numa mesma representagdo (GREENACRE, 2007). As colunas (genotipos)
sao representadas como vetores de resposta, sendo de interesse a diregao
desses vetores, pois € nela que os perfis linha (populagdes trinomiais) serao
projetados. Neste caso, a representagdo Biplot equivale a representacéo
Simplex de populagdes trinomais.

Em cada janela de consenso, dado o gendtipo de um determinado
individuo, calcula-se a distancia de cada populagao ao vetor correspondente
no mapa biplot desse gendtipo. O individuo é, entdo, para essa janela,
classificado na populagdao mais proxima do vetor. Finalmente, depois de
classificar o individuo em todas as janelas mais heterogéneas, a classificacao
final, segundo um critério adotado, sera a populagéo na qual ele foi classificado
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mais vezes.
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3. RESULTADOS

Este trabalho fez uso dos dados utilizados por Giolo et al. (2012),
resultado da fusdo dos arquivos do projeto HapMap (disponivel em http://
www.sanger.ac.uk/humgen/hapmap3) e de uma amostra da populagéo
brasileira constituida por 138 individuos nao relacionados residentes na
cidade de Sao Paulo (Quadro 1). A combinacdo dos dados de todas as
11 populagdes HapMap e da Brasileira resultou em 365.116 marcadores
SNPs genotipados em 1.129 individuos (138 brasileiros e 991 das demais
populagdes). Considerando os dados gendmicos (SNPs) codificados de
cada populacdo, foram estimadas as janelas de influéncia (Jp) por meio da
aplicacdo da metodologia descrita na Sec¢ao 2.4.

Quando analisamos o tamanho médio dessas janelas, definido, para
cada populagdo, como a média aritmética do numero de SNPs presentes
nas janelas encontradas, as populagdes africanas sao aquelas que possuem
as menores médias, enquanto que a populagao brasileira apresenta o maior
tamanho meédio entre todas as populagbes estudadas (ver Figura 3). As
janelas das populagdes africanas, mais antigas na histéria da humanidade,
sdo menores, de acordo, portanto, com o que é esperado, uma vez que, devido
ao maior numero de gerac¢des ha uma redugao progressiva no tamanho dos
blocos do genoma que s&o transmitidos aos descendentes, consequéncia
das recombinacgbes génicas ocorridas. A populacdo brasileira, ao contrario,
possui janelas maiores em média, representativas de blocos maiores do
genoma ainda presentes (conservados), evidenciando sua histdria recente
de miscigenacao.

Figura 3: Tamanho médio das janelas por populagéao
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As populagbes envolvidas neste estudo acabaram por se diferenciar
nao apenas no tamanho médio, mas também no numero de janelas com

CARACTERIZACAO DA ESTRUTURA DE DEPENDENCIA DO GENOMA HUMANO USANDO CAMPOS MARKOVIANOS

ESTUDO DE POPULACOES MUNDIAIS E DADOS DE SNPs




tamanhos considerados 'grandes’. Neste sentido, foi adotado o tamanho 12
como ponto de corte entre janelas ‘grandes’ e janelas 'pequenas’ e analisada
a distribuigcdo dessas janelas ao longo do genoma, em cada populagao. Nota-
se também que o numero dessas janelas (maiores ou iguais a 12 SNPs) é
superior nas populagdes mais recentes, como a brasileira.

A Figura 4 ilustra bem essa afirmagéo, comparando a ocorréncia
de janelas 'grandes’ nas populagdes ASW e BRZ, as populagdes com menor
e maior tamanho médio de janelas, respectivamente. Nesta figura, todas as
janelas encontradas séo representadas por linhas verticais sendo, na cor cinza
as janelas 'pequenas’ e na cor preta, em destaque, as janelas 'grandes’. As
linhas verticais que tocam o topo da escala, sdo na verdade, representagbes
dos limites de cada cromossomo. Reflete-se bem, dessa forma, a diferenga no
tamanho dos blocos do genoma como consequéncia, muito provavelmente,
do numero de cruzamentos aos quais cada populagao foi exposta ao longo
dos tempos. Esse mesmo comportamento foi observado para as demais
populagdes, ou seja, as mais antigas possuem poucas ocorréncias de janelas
‘grandes’ e, a medida que caminhamos para populagbes mais recentes, 0
numero dessas janelas aumenta.

ﬂ-
o
>
S
o
v
O

Figura 4: Distribuicdo de janelas ’grandes’ nas popula¢des ASW e BRZ
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De posse das janelas de influéncia de cada populagéo do estudo,
dadas suas respectivas posi¢cdes em termos do numero relativo do SNP e
do numero do cromossomo, foram determinadas as janelas de consenso
maximais (denominadas Jc), conforme discutido e proposto na Segéo 2.4.
Quanto mais heterogénea uma determinada janela de consenso, mais
discriminante ela deve ser para as populacdes. Adotou-se como ponto de
corte para selegdo das janelas o indice de heterogeneidade igual ou maior
a 0,50, equivalente ao percentil 98% (considere que, independentemente do
cromossomo, o terceiro quartil do IH foi igual a 0,34), obtendo assim 1.646
janelas, distribuidas ao longo dos 22 cromossomos, as quais foram utilizadas
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no classificador.

A Figura 5 mostra o mapa biplot obtido para a janela de consenso 48
presente no cromossomo 13, a qual tem apenas 3 gendtipos distintos, o que
permite que o mapa biplot possa ser representado em duas dimensdes, sem
perda de informacédo. A anadlise dessa figura permite concluir que o genétipo
121’ e o gendtipo ’220’ estdo mais associados com a populagdo 'CEU’,
enquanto que o gendtipo ‘022’ associa-se com a populagao 'GIH’. Foi retirada
uma amostra aleatéria de tamanho 100 do conjunto total de 1.124 individuos.
Para cada uma das 1.646 janelas heterogéneas selecionadas, foi atribuida
uma populagado originaria a cada individuo, de acordo com o classificador
proposto. Finalmente, depois de todas as janelas analisadas, o individuo é
classificado na populagéo escolhida no maior nimero de janelas.
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Figura 5: Biplot produzido pela ACS na janela 48 no cromossomo 13
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Para avaliar a eficiéncia do classificador, foram executadas 10
realizagbes do procedimento, utilizando diferentes amostras de 100 individuos
e, em todos os casos, o acerto foi sempre superior a 90% da populagdo
originaria. Adicionalmente, o mesmo classificador foi utilizado, porém, usando
um conjunto de 1.646 janelas consideradas homogéneas (neste caso,
adotou-se IH 0,05 como ponto de corte para janelas homogéneas), obtendo
resultados finais sempre abaixo dos indices atingidos quando utilizadas as
janelas heterogéneas, evidenciando o alto poder discriminante das ultimas.
Os resultados detalhados de cada uma das realizagcdes ndo estdo mostrados,
contudo, a Tabela 1 retrata a comparagao da taxa de acerto do classificador
para cada uma das realizagdes.
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Tabela 1: Tabela resumo dos resultados obtidos para o classificador (em %)
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Realizagéo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Jc Heterogéneas 96 97 96 96 95 96 95 96 91 92
Jc Homogéneas 75 66 72 79 67 82 80 71 64 63

Adicionalmente, utilizando-se o classificador aqui proposto, pode-se
analisar a proporcao de janelas classificadas em cada populagéo, para uma
determinada amostra de individuos. Em particular, nos interessa compreender
como essa proporgao acontece na populagao brasileira. A Figura 6 ilustra
o resultado dessa andlise. Claramente o maior numero de janelas sao
representativas da prépria populagao brasileira, como era de se esperar.
Na sequéncia, destacam-se como as 5 populagdes mais encontradas, CEU
(européia), MEX(amerindia), TSl(européia), GIH(amerindia) e MKK(africana).

Figura 6: Distribuicdo de janelas ’grandes’ nas popula¢gdes ASW e BRZ
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Esse resultado estda em concordancia com o obtido por Giolo et
al. (2010) através do estudo de componentes principais dessas mesmas
populagdes. A Figura 7 mostra o grafico das duas primeiras componentes
obtidas no estudo. Nota-se claramente que a populagéao brasileira (em preto),
situa-se entre as populag¢des GIH, MEX, TSl e CEU de um lado e MKK do
outro, evidenciando a forte ancestralidade européia, amerindia e africana que
compde a miscigenagao da populagao brasileira.
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Figura 7: Distribuicdo de janelas ‘grandes’ nas populagdes ASW e BRZ
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Fonte: Grafico reproduzido a partir dos dados de Giolo et al. (2010)

4. CONCLUSAO

Este trabalho teve foco em identificar blocos do genoma a partir
de marcadores genéticos conhecidos como SNPs (variagbes em um unico
nucleotideo) amostrados em diversas populagdes mundiais, incluindo a
brasileira, com ancestralidades distintas. Tendo em vista que variabilidade
genotipica deve ter percorrido caminhos distintos em cada populagéo de
estudo, os blocos conservados do genoma devem ser da mesma forma
diferentes. Estes blocos, sob o ponto de vista estatistico sdo, entao, regides
de dependéncia dentro do genoma, transmitidas e modificadas ao longo do
tempo.

A analise descritiva das janelas de influéncia para cada populagéao
mostrou que na populagao brasileira o tamanho médio dessas janelas € maior
do que nas outras populagdes, de acordo, portanto, com a histéria recente
de miscigenacgao desta populagao. No outro extremo, as janelas de influéncia
obtidas para as populagdes de origem mais remota, como as africanas,
possuem tamanho médio menor. Nao s6 o tamanho médio, mas também a
frequéncia das janelas de influéncia maiores, é relativamente diferente entre
as populagdes e indicativa da idade evolutiva de cada uma em termos do
numero de geragdes que as distanciam de um marco ancestral.

Estendendo o conceito de janelas de influéncia populacional
(Jp) para janelas de consenso (Jc) foi possivel caracteriza-las em termos
de sua heterogeneidade, sendo as mais heterogéneas, utilizadas em um
classificador de individuos a sua populagado de origem, o qual obteve um
acerto da populacao originaria em torno de 90%, indicando que essas sao
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regides com dependéncia dentro do genoma e com grande diversidade entre
populacdes, podendo revelar as diferengas no que diz respeito ao registro
genético de suas ancestralidades.

O conjunto de resultados obtidos neste trabalho, mostram que
a obtengdo de blocos dependentes no genoma através do processo
estocastico utilizando campos Markovianos é bastante promissor e merece
aprofundamento.
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CHARACTERIZATION OF THE HUMAN GENOME DEPENDENCE STRUCTURE
USING MARKOV RANDOM FIELDS POPULATION WORLDWIDE STUDY AND
SNP DATA
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ABSTRACT - Molecular markers such as SNP (Single Nucleotide Polymorphisms),
with high density inside the human DNA, have been widely used as samples of our
genome. This work makes use of stochastic modeling of Markov random fields, to
find SNPs blocks, independent of each other, thus structuring the genome in stranded
regions of dependency. Public data from different worldwide populations were
used (HapMap project), beyond a Brazilian population. The SNPs blocks configure
dependence regions or windows of influence which were used to characterize the
different populations according to their ancestry and the results showed that the
Brazilian population’s windows have, on average, a bigger size, showing their recent
history of admixture, compared to other world populations. It is also proposed the
maximal windows of consensus, based on the windows of influence of each population
within the study, in a specific genomic region. By identifying the most heterogeneous
windows of consensus, the Correspondence Analysis and Biplot theory were applied to
build a classifier able to determine the percentual of the ancestry of a given individual,
which, submitted for validation, achieved high efficiency in hitting the original population.

KEYWORDS: Variable range Markov random fields; HapMap; Biplot; SNP blocks;
Ancestry classifier.
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CAPITULO 5

ANALISE COMBINATORIA: UMA

ABORDAGEM PARA O SEXTO ANO DO
ENSINO FUNDAMENTAL

Juvino Pereira Dos Santos Junior
lattes.cnpq.br/4960715718766728
Erem José Do Patrocinio Mota

Sao Bento Do Una — Pernambuco

RESUMO - Ao observar as
dificuldades que existem no ensino-
aprendizagem de  matematica,
propomos neste trabalho uma
abordagem a Analise Combinatéria
para o 6° (sexto) ano do ensino
fundamental de forma intuitiva,
indutiva e, em um primeiro momento,
sem formalidades, favorecendo o
desenvolvimento cognitivo do aluno.
Percebemos ao longo do nosso
trabalho docente que a aprendizagem
de Analise Combinatéria se mostra
como um obstaculo aos alunos
devido a forma como esse conteudo
€ abordado, na quase totalidade
das vezes através de formulas
matematicas, o que faz perder o
sentido da resolugéo de problemas.
Nossa proposta é utilizar a resolugéo
de problemas e as técnicas do
principio fundamental de contagem,
que normalmente é citado apenas
no inicio do estudo de Andlise
Combinatéria no segundo ano do
Ensino Médio para em seguida
enunciar as férmulas de arranjos,
combinagbes e permutagdes, para

o desenvolvimento do raciocinio
combinatério em alunos do sexto
ano do ensino fundamental,
melhorando desta maneira, o ensino
e a compreensao de matematica.
Tivemos como principais fontes
de pesquisa, livros, os Paradmetros
Curriculares Nacionais, artigos em
revistas, dissertacdes e teses que
tratam do tema.

PALAVRAS-CHAVE: Andlise combi-
natdria; Raciocinio combinatorio; Re-
solugao de problemas.

1. INTRODUGAO

E tendo em vista que o papel
do professor de matematica é fazer
com que a aprendizagem dessa
disciplina se torne algo fundamental
para a formacao da cidadania, de
forma a preparar o sujeito para
enfrentar os problemas do seu
cotidiano, que apresentamos este
trabalho sobre Analise Combinatéria.
Tema este, trabalhado por noés
professores, de forma geral, no
segundo ano do ensino médio, mas
que aqui o abordaremos no sexto
ano do ensino fundamental.

Nos dias atuais, podemos
perceber que nossa sociedade
requer pessoas que tenham a
capacidade de analisar e propor
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solugdes para problemas de forma pratica e rapida. Para tal, seria necessario
que nossas instituicbes de ensino tivessem uma matriz curricular voltada
para a resolugao de problemas. Contudo, ndo € isso que observamos ao nos
depararmos com uma educacéo voltada para a memorizagcao de formulas e
o ensino de algoritmos, sequéncias de instru¢des bem definidas que podem
ser executadas mecanicamente. ldentificamos nas escolas uma educacao
matematica voltada para a resolugdo de questbes sem aplicabilidade e
sem significado, o que impossibilita ao aluno um real aprendizado. Ao nao
identificar a contextualizagdo dos conteldos e das respectivas questdes em
seu cotidiano, o aluno simplesmente “aprende” para ser aprovado no final do
ano letivo, isso quando consegue assimilar os conteudos estudados dessa
forma.
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Segundo CARRAHER (1986):

“Os problemas de Matematica, dos quais o aluno tem que
utilizar precisamente as formulas que acabou de estudar,
nao sao verdadeiros problemas que exijam reflexdo, mas
sim, exercicios que exigem apenas memoria; ndo lhe é
exigida compreensao dos conceitos matematicos, nem
que facga relagdes entre o que ja aprendeu e a possivel
solugdo do problema. Nestes casos, os problemas séo
tratados mecanicamente, sem que, muitas vezes, o aluno
compreenda o que esta fazendo. Esta abordagem néo
exige estimulo do raciocinio do aluno”.

E concordando com CARRAHER em relagado ao uso de férmulas como
ponto de partida na resolugdo de problemas de Analise Combinatéria que
STURM (1999) expbe também em sua pesquisa uma abordagem alternativa,
na qual as formulas apresentam-se como decorréncia da experiéncia do
aluno, inseridas em um processo de resolugao de problemas de contagem.

Portanto, segundo STURM (1999):

“[...] o ensino de Andlise Combinatéria deve se dar
através de situagdes-problemas. As férmulas devem
aparecer em decorréncia das experiéncias dos alunos na
resolucdo de problemas, devem ser construidas e néo
ser o elemento de partida para o ensino de cada tema:
Arranjo, Permutacdo e Combinacgéo”.

A dicotomia teoria/pratica, ensino/aprendizado, muitas das vezes se
da devido a falta de preparo e atualizagdo profissional da equipe docente
e pedagdgica nas escolas, onde se faz necessaria a busca de um novo
paradigma para que, dessa forma, seja substituido o debilitado processo
ensino-aprendizagem baseado numa educacgao tradicional que, apesar de
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ter funcionado por um bom tempo, ndo se aplica nos dias atuais.

Acreditamos que a Analise Combinatéria seja uma das mais
importantes ferramentas de resolugdo de problemas, parte importante do
estudo das Probabilidades e que desenvolve o raciocinio légico-matematico
de forma plena e eficaz, fazendo com que o aluno consiga desenvolver
diversas outras capacidades de resolugao de problemas.

Portanto, é ciente das dificuldades encontradas ndo somente pelos
alunos, mas também por muitos colegas professores, que pretendemos
mostrar uma abordagem diferenciada para o ensino da Analise Combinatdria,
tirando do foco a metodologia da férmula-aplicagao e incentivando o uso das
técnicas de contagem para a resolugdo de problemas. Sabemos que néo
existe um caminho Unico e correto para o ensino desse conteudo, mas é
necessario aprimorar técnicas pedagogicas para que sejam desencadeadas
mudangas notaveis no modo como o aluno aprende, para que seja percebida
a real constru¢ao do conhecimento feito pelo préprio discente, aprendendo a
matematica de uma forma contextualizada e significativa, desenvolvendo um
raciocinio dedutivo e l6gico que sera util para a resolugao dos mais diversos
problemas que podem surgir ao longo da vida.

Entendemos que os Problemas de Contagem (conceitos basicos de
Analise Combinatéria) tratam de estabelecer procedimentos e estratégias
proprios de raciocinio que envolve ideias da operacdo de multiplicacéao
de numeros naturais — o raciocinio combinatério — para a contagem de
casos presentes em situagdes-problema de agrupamentos de objetos que
contenham determinado niumero de elementos.

Nos PCN’s (1997, 1998, 1999) foi criado um Bloco de Conteudos
denominado Tratamento da Informacdo, que contempla-os dando énfase
nos problemas de contagem — envolvendo o Principio Aditivo e o Principio
Multiplicativo — e neles estdo prescritas claras recomendag¢des quanto ao
desenvolvimento de atividades que contemplem tais conteudos, como se
pode constatar na citacao a seguir:

Um olhar mais atento para nossa sociedade mostra a necessidades
de acrescentar a esses conteudos aqueles que permitam ao cidadao “tratar”
as informacdes que recebe cotidianamente, aprendendo a lidar com dados
estatisticos, tabelas, graficos, a raciocinar utilizando ideias relativas a
probabilidade e a combinatéria (BRASIL, 1997, p.53).

Janosanosiniciais do Ensino Fundamental os problemas de contagem
— parte integrante da combinatéria — deveriam ser mais desenvolvidos com
os alunos, valorizando o raciocinio combinatério.

Para tal, aplicamos algumas atividades em sala de aula que tinham
como objetivos, por um lado, proporcionar condi¢des aos alunos para
apropriarem-se de conhecimentos, procedimentos, estratégias e habilidades
relacionados as nogdes basicas de Combinatéria com a construcédo e a
compreensao dos dados presentes em uma representagdo grafica, que
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permitem a contagem de possibilidades para a obtengdo da solugdo a um
dado problema de contagem proposto, e, por outro lado, sem a necessidade
de explorar aspectos formais e algoritmicos no encaminhamento da solugao.
Nessas atividades foi utilizada uma linguagem clara nos enunciados de tal
maneira que diminuissem as dificuldades apresentadas por parte dos alunos
para compreender o que estava sendo solicitado na resolugédo de cada
situagao-problema.

Por fim, a ideia deste trabalho tem como objetivo mostrar como o
Principio Fundamental da contagem e as técnicas de resolugéo de problemas,
quando trabalhados de forma planejada e correta, atingem resultados
surpreendentes relacionados aos aspectos cognitivos dos alunos nessa area
da matematica.
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2. PROPOSTAS DE ATIVIDADES A SEREM REALIZADAS

2.1. Atividade |

Sao dadas 16 bandeiras com mastros, contendo duas listras
horizontais cada uma. Dispondo de trés bastdes de giz de cera nas cores
azul, vermelho e verde, faga o que se pede:

a) Apresente todas as diferentes maneiras de se colorir as listras

horizontais de cada bandeira, de modo que se obtenha o maior
numero de bandeiras pintadas diferentemente.

Responda o que se pede a seguir:
b) Todas as bandeiras que estdo desenhadas acima foram
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pintadas? Quantas dessas bandeiras nao foram pintadas?
¢) Quantas bandeiras foram pintadas utilizando cores diferentes?

d) Acrescentando um quarto bastdo de giz de cera numa cor
diferente das apresentadas no enunciado, apresente todas as
possibilidades que identificam as diferentes pinturas de bandeiras
entre si, considerando que nenhuma listra podera deixar de ser
pintada em cada bandeira considerada. Pinte as diferentes bandeiras.

e) Quantas possibilidades diferentes de pinturas das bandeiras
vocé obteve quando dispde de quatro cores de giz de cera disponiveis
para a pintura, se nenhuma listra pode ficar sem ser pintada?

f) Quantas possibilidades diferentes de pinturas das bandeiras
vocé obteve quando dispde de quatro cores de giz de cera disponiveis
para a pintura, se nenhuma listra pode ficar sem ser pintada e as
listras pintadas devem ter cores distintas (diferentes)?

g) Se vocé nao tivesse as bandeiras desenhadas e também n&o
quisesse ter o trabalho de desenha-las, escreva como vocé procederia
para mostrar para um amigo quantas e quais sdo as bandeiras com
duas listras que podem ser pintadas de maneiras diferentes entre si,
quando vocé dispbe de giz de cera nas quatro cores indicadas para
fazer as pinturas?

ﬁ UNWVERSIOADE FEDERAL DE ALAGOAS - UFAL t
.:. ATIVIDADE 1 AA
— PROEMAT
JABELA DE DUPLA ENTRADA
Cor da 2* hstra Veroe Vermelna Azul A0
Cor da 1* listia
Virde L i M . YL )
Vermelho L H L . 1R YL }
Azul L H . M . L ]
Amareia L e ' M ¢ ; L )
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Para a atividade 1 procuramos explorar situagées que envolvessem o
conceito de Principio Multiplicativo e a ideia de arranjos simples.

Propomos a pintura de algumas bandeiras, sabendo que cada
bandeira € composta de duas listras. Essa primeira situacao-problema foi
elaborada com o propésito de inicializar o aluno com as primeiras ideias
relacionadas com o raciocinio combinatério enquanto compreende os
procedimentos necessarios para a construgdo de diversas representagbes
graficas, as quais mostram todas as possibilidades que atendem a solugéo
(agrupamentos) para um mesmo problema de contagem. As maneiras como
as cores para a pintura das listras de uma bandeira podem ser escolhidas e
combinadas determina, igualmente, a totalidade de diferentes bandeiras que
podem ser pintadas, nas quais as “combinagbes de escolhas cores para a
pintura das listras de bandeira” favorecem o desenvolvimento do raciocinio
combinatério enquanto séo obtidas todas as diferentes possibilidades em que
as pinturas de uma bandeira podem ser feitas.

Para esta atividade temos como objetivos: Apresentar diferentes
representacdes graficas que podem ser utilizadas para resolver problemas
de contagem, de modo que o aluno conhega as caracteristicas que permitem
a construcdo de cada uma delas; Oferecer procedimentos que favorega
ao aluno identificar os diferentes agrupamentos de objetos envolvidos em
cada situagao-problema; Criar condigbes para que o aluno enumere todos
os agrupamentos de objetos envolvidos na situagdo-problema, apds ter
construido qualquer uma representagao e, a partir dai, efetue a contagem
direta desses agrupamentos para concretizar a resolugdo do problema de
contagem proposto; Permitir que quando da construgdo de uma arvore de
possibilidades, por exemplo, o aluno identifique em todas as suas “folhas”,
todos os diferentes agrupamentos de objetos e as caracteristicas que os
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diferem entre si, certificando-se de que estabeleceu a enumeracgéo de todas
as possibilidades.

A resolugdo da primeira ficha de atividades pode ser realizada de
quatro maneiras: Enumeragéo das possibilidadgs (de seus agrupamentos),
Tabela de dupla entrada, Produto Cartesiano e Arvore de Possibilidades.

Na primeira maneira de resolver a atividade proposta utilizamos a
Enumeracgéo das possibilidades. Quando queremos determinar a quantidade
total de possibilidades diferentes de se fazer algo dizemos que estamos diante
de um problema de contagem, como é o caso da atividade apresentada.
O objetivo de um Problema de Contagem é contabilizar a totalidade das
diferentes possibilidades que se pode considerar para a situagao-problema
que esta sendo proposta resolver.

Uma segunda maneira de resolver o problema proposto é utilizando
uma tabela de dupla entrada. Uma tabela de dupla entrada também pode ser
utilizada quando ndo se tem todas as bandeiras desenhadas e disponiveis
para colorir e quando tratar-se de bandeiras que tém duas listras e se deseja
conhecer o total de possibilidades de fazer pinturas distintas, ndo importando
o total de cores disponiveis para se utilizar na pintura. A tabela de dupla
entrada também é util quando se deseja apresentar todas as possibilidades
para colorir as diferentes bandeiras que tém duas listras e se dispde de quatro
cores para a pintura, ou entdo nos casos em que se dispde de uma so6 cor,
duas ou trés cores, e é possivel deixar de pintar uma listra ou as duas listras,
e considerar “pinturas diferentes” entre as bandeiras. Nesse caso, deixar
de pintar uma listra corresponde a usar uma segunda cor na pintura, que
indicamos como “cor branca”.

Na terceira forma de resolver o problema proposto utilizaremos o
Produto Cartesiano. Em um produto cartesiano fazemos a indicagdo das
possibilidades de pintura “associando” as possibilidades de colorir as listras
da bandeira, por meio de um tracejado. Para que se tenha um Produto
Cartesiano € preciso que cada “elemento” que esta no conjunto A (o conjunto
das cores que serao utilizadas na pintura da 12 listra) se “relacione” com todos
os “elementos” do conjunto B (o conjunto das cores que serao utilizadas na
pintura da 22 listra), de maneira a identificar todas as diferentes bandeiras que
podem ser pintadas.

Apos fazer a associagao de cada elemento do conjunto A com todos
os elementos do conjunto B, conta-se o total de “pares associados” que
utilizou para essas associagdes e tem o total de possibilidades de colorir
essas diferentes bandeiras, quando dispée de quatro cores. O mesmo se
aplica quando se tem mais de quatro cores e bandeiras com duas listras.

O Produto Cartesiano entre os conjuntos Ae B é indicado como Ax B.
O conjunto A x B é formado por “pares ordenados”, onde o primeiro elemento
de cada par ordenado pertence ao conjunto A e o segundo elemento de cada
par ordenado pertence ao conjunto B. Observemos que o total de elementos
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A x B, ou seja, o total de pares ordenados presentes no produto cartesiano,
sdo todas as possibilidades diferentes que podemos pintar uma bandeira
com duas listras quando dispomos de quatro cores diferentes e todas as
listras devem ser pintadas.

O quarto modo de se resolver o problema apresentado é dado pela
arvore das possibilidades. Ela recebe esse nome porque sua representacao
grafica se assemelha ao de uma arvore em que é possivel mostrar cada um
de seus “galhos” e as suas “folhas”, que seriam as partes terminais da arvore.
Em cada “folha” indica-se a cor que foi utilizada para a pintura da ultima listra
de uma bandeira e, por essa razéo, a construgao de uma “folha” e a indicagcao
de sua cor coincide com a escolha da cor que sera usada na pintura de cada
uma das bandeiras.
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2.2. Atividade Il

S30 dadas 8 bandeiras com mastros, contendo trés listras horizontais
cada uma. Dispondo de dois bastdes de giz de cera nas cores azul e vermelho,
faga o que se pede:

a) Apresente todas as diferentes maneiras de se colorir as listras
horizontais de cada bandeira, de modo que se obtenha o maior
numero de bandeiras pintadas diferentemente entre si, considerando
que nenhuma listra podera deixar de ser pintada em cada bandeira
considerada.

b) Todas as bandeiras que estao desenhadas acima foram pintadas
por vocé?

c) Quantas possibilidades diferentes de pinturas das bandeiras
que tém trés listras horizontais vocé obteve, quando dispde de duas
cores de giz de cera para a pintura e nenhuma listra pode ficar sem
ser pintada?
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Tabela de Dupla Entrada
Abaixo apresentamos uma Tabela de Dupla Entrada. Vocé deve

completar a tabela colocando nos espagos em branco a combinagéo das
cores em que as duas primeiras listras das bandeiras poderado ser pintadas
de maneiras diferentes.

corda 182 listr cor azul

cor da
2# listra
cor vermelho

j—
—
=

cor azul

cor vermelho

=
-
-
—
-
—

Precisamos de uma nova Tabela de Dupla Entrada para indicar

as cores que foram utilizadas para pintar as trés listras de cada uma das
bandeiras. Vocé completar a tabela abaixo colocando nos espagos em branco
a combinagao das cores que ja foram feitas por vocé para as duas primeiras
listras das bandeiras, as quais estdo indicadas em uma das entradas da

tabela de dupla entrada. A outra cor refere-se aquela que se destina a pintar

a terceira listra da bandeira de modo que se obtenha todas as possibilidades
diferentes que se tém de pintar uma bandeira com trés listras horizontais,
quando se dispde de duas cores: azul e vermelho.

[}

Cores das 1k e
2% jiseras da bandeir cor Arul

Cor da 38
listra

cor Vermeihea

Preencha a arvore de possibilidades desenhada abaixo de modo a

conhecer as diferentes possibilidades que se tem de pintar uma bandeira com
trés listras horizontais, quando se dispde de duas cores: azul e vermelho.
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Corda 12 listra | Cor da 22 listra | Cor da 32 listra | Cores das trés listras de cada
bandeira
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Concluindo: se uma bandeira tem trés listras e queremos determinar
todas as possibilidades de pintar essa bandeira quando se dispde de duas
distintas cores de giz de cera, o total de diferentes possibilidades para se
pintar essa bandeira € de quantas maneiras?

Na segunda atividade exploramos o Principio Multiplicativo.
Propomos a pintura de bandeiras com trés listras dispondo de dois bastdes
de giz de cera. Apresentamos ainda duas tabelas de dupla entrada, a primeira
tabela para o preenchimento das duas primeiras listras e a segunda tabela
relaciona o resultado da primeira tabela com as possibilidades de cores para
a pintura da terceira listra. E proposto ainda o preenchimento de uma arvore
de possibilidades de modo a conhecer as diferentes possibilidades para a
pintura de uma bandeira com trés listras horizontais.

Os objetivos da atividade 2 sdo o de identificar se os alunos
apresentam algum padrao sistematico para efetuar as pinturas das bandeiras
e construir duas tabelas de dupla entrada, uma vez que ha trés agbes a serem
feitas, quais sejam as escolhas das cores das trés listras das bandeiras.

A utilizagdo de duas Tabelas de dupla entrada e uma arvore de
possibilidades, ¢ dada de tal maneira que os alunos possam comparar
vantagens e desvantagens na construgdo entre as duas possibilidades do
uso de uma representagao grafica para determinar todas as possibilidades
de pintura de uma bandeira com trés listras horizontais.

A partir dai os alunos poderao certificar-se de que a escolha da
Tabela de dupla entrada como representagdo grafica para apresentar
todas as possibilidades de solugdo para esta situagdo-problema obriga-os
a construgdo de duas Tabelas de dupla entrada, enquanto a opgao pela
construgéo de uma arvore de possibilidades € o bastante para determinar a
solucgao.
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A construgdo da arvore de possibilidades também pode indicar ao
aluno alguma padronizagao de pintura das listras na qual ele poderia ter se
baseado enquanto efetuava as pinturas das listras da bandeira, uma vez que
essa padronizagao guarda relagao direta entre as ag¢des utilizadas quando da
construcao dos “galhos” da arvore de possibilidades e o estabelecimento de
suas “folhas”.

A arvore de possibilidades permite que os alunos reflitam sobre
as informagbes que ali estdo contidas e acerca da viabilidade de utiliza-la
quando da resolucao de problemas de contagem, podendo vir a adota-la com
frequéncia.

Pode ocorrer que o aluno efetue as pinturas das listras das bandeiras
sem que ele tenha estabelecido algum padrdo sistematico de pintura.
Mas, enquanto constréi a arvore de possibilidades e ao identificar todos os
agrupamentos (que sao as possibilidades de pintura das faixas da bandeira)
ele pode vir a fazer correlagbes entre a sequéncia das agOes estabelecidas
quando da pintura das listras e a ordenagao dos elementos, presentes nos
agrupamentos.

No momento da pintura de listras de bandeira com trés listras,
com a condi¢cdo de que listras adjacentes ndo possam ser pintadas com
a mesma cor o quantitativo de bandeiras, a maior exige que o aluno se
utilize de alguma estratégia que permite identificar esse fato, razdo por que
salientamos a proposi¢ao de situagdes semelhantes, como uma das razdes
para o desenvolvimento do raciocinio combinatério.

Durante os momentos de construgao de arvore de possibilidades pelos
alunos ele esta desenvolvendo o raciocinio combinatério enquanto decide
acerca das agdes necessarias e o quantitativo destas para o estabelecimento
dos agrupamentos de objetos (sequéncia das cores das listras das bandeiras)
que devem ser consideradas.
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2.3. Atividade Il
Analise as situag¢des-problema indicadas a seguir:

Situagao-problema 1: A professora do 5° ano A foi a um Mercado
popular de sua cidade para comprar presentes para seus alunos por ocasiao
do “Dia das Criangas”. Ela decidiu que gastaria, no maximo, R$ 5,00 pelo
presente de cada uma das criangas. Ela foi anotando os precos dos presentes
que gostaria de selecionar para distribuir aos seus alunos e registrou-os na
tabela a seguir:

Brinquedos que vai poder comprar Preco unitario
Bolas de gude R$ 1,50
Carrinho plastico R$ 2,00
Jogo de damas R$ 3,00
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Jogo de domind R$ 2,50
Jogo de varetas R$ 1,50
Bola plastica R$ 2,50
“i6-i6” R$ 2,00
Boneca plastica R$ 3,50

a) Quantos presentes diferentes (contendo dois brinquedos cada
um) ela podera formar para gastar os R$ 5,00 de que dispde para
cada aluno?

b) Represente por meio de uma arvore de possibilidades todas as
diferentes maneiras que a professora dispde para “montar” presentes
contendo dois brinquedos diferentes em cada um deles, gastando R$
5,00 em cada um deles.

c) Represente por meio de uma arvore de possibilidades todas as
diferentes maneiras que a professora dispde para “montar” presentes
contendo trés brinquedos diferentes em cada um deles, gastando R$
5,00 em cada um deles.

d) Represente por meio de uma arvore de possibilidades todas as
diferentes maneiras que a professora dispde para “montar” presentes
contendo um, dois ou até trés brinquedos diferentes em cada um
deles, gastando valores até o maximo de R$ 5,00 em cada um dos
presentes possiveis.

Situacao-problema 2: Considere que vocé dispde dos algarismos 1,
2, 3, 4 e 7 para formar nimeros de dois algarismos.

a) Construa uma tabela de dupla entrada mostrando todos os
numeros com dois algarismos que podemos formar, dispondo desses
algarismos: 1,2,3,4e7.

b) Quantos numeros com dois algarismos podem ser formados
atendendo as condigdes do item (a)?

c) Construa uma arvore de possibilidades mostrando todos os
numeros pares com dois algarismos que podemos formar quando se
dispde dos algarismos 1, 2, 3,4 e 7.

d) Quantos numeros com dois algarismos podem ser formados
atendendo as condig¢des do item (c)?

e) Construa uma arvore de possibilidades mostrando todos os
nuameros impares com dois algarismos diferentes que podemos
formar, quando se dispde dos algarismos 1, 2, 3,4 e 7.

f)  Quantos ndmeros com dois algarismos podem ser formados
atendendo as condigbes do item (e)?
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g) Quantos nimeros com dois algarismos, maiores que 40, podem
ser formados quando se dispde dos algarismos 1, 3, 4, 6 e 9?
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Situagao-problema 3: Carlos constréi avidezinhos de brinquedo
em madeira e, depois de pintados, eles estao prontos para serem vendidos
na feira. Carlos dispde de latas de tinta nas cores azul, vermelho, verde e
amarelo. Carlos vai pintar a cabine do avido, as asas direita e esquerda e a
cauda do aviao, todos em cores diferentes.

a) Quantos “avidezinhos de brinquedo em madeira” diferentes,
combinando suas cores como quiser podem ser pintados, dispondo
de tintas nas cores azul, vermelho, amarelo e verde?

b) Desenhe uma arvore de possibilidades que contenha todos
os diferentes “avidezinhos de brinquedo em madeira” conforme as
condigOes estabelecidas no item (a).

c) Quantos “avidezinhos de brinquedo em madeira” diferentes
podem ser pintados, combinando suas cores como quiser, mas tendo
as duas asas do avidozinho pintadas coma mesma cor, dispondo de
tintas nas cores azul, vermelho, amarelo e verde?

Para esta atividade dispomos de trés situagbes-problema. Para a
primeira situagdo-problema, temos como propdsito levar o aluno a leitura atenta
dos enunciados das situagdes, a construgdo de arvores de possibilidades
com o desenvolvimento do raciocinio combinatério. Para a segunda
situagao-problema temos como objetivo discutir com o nosso estudante as
possibilidades de obter diferentes niUmeros a partir de certo quantitativo de
algarismos disponiveis e que o total de possibilidades esta associado ao
fato de que um mesmo algarismo assume diferentes valores em fungéo da
posi¢do que ele ocupe na formagéo do numero, ou seja, esta ligado ao uso
do principio do valor posicional na obten¢ao de todos os diferentes nimeros
a partir de um dado quantitativo de algarismos disponiveis. Para a terceira
situagao-problema temos como objetivo sistematizar aspectos relacionados
com a apropriag¢ao do raciocinio combinatdrio, combinando com a construgao
de diferentes tipos de arvores de possibilidades e a aplicagdo do Principio
Multiplicativo. A contagem final das possibilidades depende de duas ou mais
etapas de escolha, configurando situagdes-problema associadas a problema
de contagem, as quais exigem formas sistematizadas para obté-la, em cada
uma das diferentes situagdes propostas.

Utilizamos, na resolugao dessa atividade, os conceitos de Principio
Multiplicativo, Arranjos Simples e Combinagéo Simples.
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COMBINATORY ANALYSIS: AN APPROACH FOR THE SIXTH YEAR OF
ELEMENTARY EDUCATION

ABSTRACT - Noting the difficulties that exist in the teaching and learning of
mathematics, we propose in this paper an approach to Combinatorial Analysis to the
sixth grade of elementary school, inductive and intuitively, in a first moment, without
formality, favoring the cognitive development of the student. We noticed along our
learning staff who work Combinatorics shown as an obstacle to students due to the
way that content is discussed in almost all of the time through mathematical formulas,
which makes losing the sense of problem solving. Our proposal is to use the resolution
of problems and techniques of fundamental principle of counting, which is usually in the
second year of high school is quoted only at the beginning of the study of Combinatorics
to then list the formulas of arrangements, combination and permutation, combinatorial
reasoning development in students of the sixth grade of elementary school, improving
this way the teaching and understanding of mathematics. We had as main sources of
research, books, the National curricular parameters, magazine articles, dissertations
and theses that deal with the subject.

KEYWORDS: Combinatorics; Combinatorial Reasoning; Troubleshooting.
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